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§1- 

JJa man zur Zeit der ErBndung der Infinitesimalrechnuag im Tollstättdigen 
Besitze vod cyklisch-trigoDometrischen Tafeln und von Logarithmentafeln war, so 
Jag es nahe, das von den unsterblichen Erfindern dieser Rechnung beobachtete Ver- 
fahren, die Integrationen gewisser Ausdrücke auf die Quadratur des Kreises und 
der Hyperbel zurückzuführen, so plastisch es in theoretischer Hinsicht war, aufzu- 
geben und nach dem Vorgange von B. Cotes dafür der Praxis wegen diese 
Integrationen lieber durch die mit der Quadratur jener Curven in Beziehung stehen- 
den Kreisbogen und Logarithmen zu vollziehen. Als aber Lambert an die Tri- 
gonometrie des Kreises die Trigonometrie der gleichseitigen Hyperbel angelehnt 
hatte, als an die cyklisch- trigonometrischen Tafeln Gudermann seine von unge- 
wöhnlicher Ausdauer zeugenden hyperbolisch- trigonometrischen Tafeln angereiht 
hatte, da hätte man erwarten können, dass die meistens sehr unlogarithmische 
Integration vermittelst der Logarithmen Platz gemacht hätte der Integration durch 
trigonometrisclie Functionen der hyperbolischen Sektoren. Wenn das trotz alle 
dem bis jetzt nicht geschehen ist, so liegt der Grund davon wohl nur darin, dass 
es den Tafeln Gudermanns an Einheit und dessen Grundlegung für die Integrationen 
durch hyperbolisch- trigonometrische Functionen an Einfachheit fehlt. Dem ersten 
Uebelstande glaube ich durch meine 1863 herausgegebenen und in den Schriften der 
naturforschenden Gesellschaft zu Danzig befindlichen 

Tafeln für sämmtliche trigonometrische Functionen der cyklischen und 
hyperbolischen Sektoren 
abgeholfen zu haben und bin nun im Betiriff, in möglichster Kürze eine fassliche 
Darlegung der Principien der Integration durch hyperbolische Functionen zu gehen 
und dann Anwendungen folgen zu lassen, aus denen ersichtlich sein wird, dass jetzt 
die Integration durch Quadraturen des Kreises und der damit vereinigten 
Hyperbel weder in theoretischer noch in praktischer Beziehung etwas zu wünschen 
übrig lässt und es daher an der Zeit sein möchte, in den meisten Fallen die Inte- 
gration durch Logarithmen aufzugeben. 

§2. 

In der Vorrede zum Programm der Realschule zu St. Johann von 1863: „Ueber 
die allgemeine und volle Gültigkeit der mathematischen Formeln IL Th. 1. Hft." i 
pag. IV habe ich für die bekannte Relation zwischen dem hyperbolischen Sektor 
BFC = S und der auf die Asymptote bezogenen Abscisse 17, nämlich iur die Glei- 
chung S^c^ .Log (~), wo c' die Potenz der Hyperbel ist, einen sehr einfachen, 



elementaren Beweis gegeben und daraus pag. VII eben so einfach abgeleitet, dass 
S = ~n-- ^'^ff \'~fr 'h ~;^} ist, wo r = CB der Radius des zur Hyperbel <;ebörigeii 
Kreises ist, und CG und F G die Coordinaten des Grenzpuiiktea /'' sind. Nennt 
man — =; § luid — ^ li Uiii ninimt die Gleichung der Hyperbel, nach welcher 
J' — if ^ (I + 'j) ■ {5 — V) ^ ^ ist) ^^ Hilfe, so erkennt man, dass die an- 
gegebene llelation zwischen dem Sektor und seinen Coordinaten folgende zwei 
Gleichungen umfasst: 

S = -i . /..^r . (S + ,) „nd S = 4 . L«, (j^) . 
Da sonnch der Sektor von den Bruchei» S und ij nbhänjft nnd umgekehrt £ und r/ 
vom Sektor abhängen, so kann man der Analo^^ie mit dem Kreise gemäss g und i) 
den Cosinus und Sinus des hyperbolischen Sektors nennen ; nurwiid man der Uebcr- 
einstimmung wegen gut thun, ähnliche Brüche beim Kreise, nicht, wie bisher, Co- 
sinus und Sinus eines cyklischen Bogens, sondern des dazu gehörigen cyklischen 
Sektors zu nennen, was immer geschehen kunn, da die Kreisbogen mit den Kreis- 
sektoren in demselben Verhältuiss stehen. So wie nun die Grösse eines beliebigen 
Kreissektors JB C oder s ^= -0- . w ist, wo tu, ein Theil von n, die Masszahl für den 
umspannenden Bogen J B ira Vergleich zum Radius ist, so kann man auch den 
hyperbolischen Sektor S = -^.z setzen, wo also auch z eine Zall ist, nämlich der 
natürliche Logarithme einer der beiden letzten Klammern. Darnach gehen die bei- 
den letzten Gleichungen in folgende über: s = Log (g -f- ij) und — z^ Log {| — )j) 
oder c := l + 'J "nd e ' ~ ^ — )j, wo|= Coi S und tj = Sin S ist. Da man aber 
berechtigt ist, als Flächcnmass für die hyperbolischen Sektoren die Potenz der Hy- 
perbel -ö" zu setzen*), so kann man auch ohne weiteres schreiben: ^=Cos Zj-q^ 
Sin z. In so fern es nun gewiss geeignet ist, für die beiden Theile Einer Kurve, 
ich meine für die Hyperbel und den davon unzertrennlichen Kreis (Programm 1863 
pag. 35) Ein gemeinschaftliches Flächenmass anzuwenden, so wird es aucJi beim 
Kreise nicht nöthig sein von cos s und xin s zu sprechen, sondern von eos w und 
»in m, so dass also uuter s und tu Zalden verstanden werden, welche die Grösse von 
hyperbolischen und cyklischen Flächen angeben. 

Wenn die Anhänger des Alten sich unter co nach wie vor Bogenlängen denken, 
und sie an passenden Stellen mit arc. bezeichnen wollen, so wird das, der obigen 
Darstellung nach, nichts schaden; wenn aber Gudermann auch die hyperbolischen 
z mit Arc. bezeichnet und Längezahlen nennt, so scheint mir uuter dieser Analo- 
gisirung die Deutlichkeit zu leiden, da die z (seine /■) eben nicht Längezahlen, son- 
dern, wenn man will, Plächenzahlen sind. Ich werde daher lieber, an das Wort 
Area denkend, bei sich darbietender Gelegenheit die auf den Kreis zu beziehenden 
CO mit ar. und die auf die Hyperbel bezüglichen z mit Ar. bezeichnen. 

•) Dio Herren Professoren Forii und MossotH in ihrem Werke Tavole dei logariimi deila fnn- 
Eiotai circolari ed iperboliche, Pias 18G3, auf welches ich später noch zurückbomme, wählen dazu r* 
indem sie den Logarithmeu der Elammer = duppio letlore iaiperbolico = 2 letl k sctien. L'n^er ge- 
meinBchaftlicher Fahrer, Lambert, (Berliner Memoiren von 1T68 pag. 333 und 333) sagt über diesea 
Funkt folgendes: Quant k l'aire du eeclenr hyperbolique , il est assez indifferent de quelle nnite Ton 
■e sert poni l'ezprimer . . . CeU fait que je regarderai cette aire comme exprimöe par u (mein i). 



§3. 
Da die beiden letzten Gleicliuogen jetzt folgendermassen dargestellt werden 

können : / = Cos z -\- Sin z und e~ ' = Cot z — Sin z, so ergeben sie, daaa 
Co.g = ili^ = J + ^ + j-^^+ ,2.:i\.5.6 +---"°d 

Sm z — ■ 2 — ^ + 1.2.3 "1" 1.2.3.4.5 ' S .2 .3 .4.5 .6 .7 ' 

Bezeicliuet « einen »ndern hyperboliachen Sector, so ist 

e" = Cos w 4" St'w w und e~ := Cos u — St« u. Natürlich ist auch 

/+" = e' .e" = Cos(z+u)+Sin(_z+u)und 6'^' + "^ = e~' .e'~'' = Cos(z+u)-Sin{z+u) 

Co^ {z-\-u) = (Joz z . Cos u + Sin z . Sin u und Sin («+«) = Sin z .Coau-\-CQss. Sin u. 
Ebenso würde man durch Benutzung der Ausdrücke e ~ und e~ ^~"^ die ent- 
sprechenden Formeln für Cos (? — w) und Sin {z — m) erhalten. Nimmt man noch 
die Gleichung der Hyperbel: Cos z^~ Sin z^^= 1 hinzu, und setzt successive ^^w, 
2 M, 5 M . . ., 8o kanu man sieh nach Bedürfniss die Cosinus und Sinus der viellachea 
Sektoren, und anderes hiemit in Verbindung stehendes verschaffen. Um miuh hie- 
bei nicht auilialten zu dürfen, so verweise ich deswegen auf Gudermanns Theorie 
der Potenzial Functionen pag. 33— S'^. 

Nunmehr ziehe man das Loth HB, die Parallele FH und die Sekante C H, so 
wird man leicht zwischen dein hyperbolischen Sektor BFC=z und dem davon 
abhängigen cykliachen S&kior B J G =: lo folgende Beziehungen als richtig erkennen: 
Da FG = BB ist, eo haben wir 1) Sin z = tg to, 
weil ferner C G = Ci?, so ist . . 2) Cos z = sec a. 

Die Beziehungen der übrigen vier trigonometrischen Fnnctionen ergeben sich von 
selbst, ich schreibe daher nur noch hin 3) Tg z = ein m. 

Wenn wir nun noch aus der obigen Gleichnng z ^ Log {Cos z ~\- Sinz) durch 
einige leichte Rechnungen ableiten, daas i) z = Log tg (45" -{- y^m) ist, so haben 
wir die wesentlichen Stücke beisammen, auf denen die Anfertigung von cyklisch- 
hyperbolischen Tafeln beruht, wie ich in meiner Abhandlung: ,, Auflösung der kubi- 
schen Gleichungen durch trigonometrische Functionen des Kreises und der Hyperbel, 
Neueste t^chriften der naturforschenden Gesellschaft in Danzig, 1861, pag, 10 und 
2^' und 3'^' Anhang" nüher gezeigt und namentlich durch die Herausgabe meiner 
Tafeln von 1863 dargethan habe. 

Lambert nennt das zu z gehörige w den transcendenten Winkel, weshalb ihn 
Herr Prof. Forti in seinen schon erwähnten Tafeln mit x bezeichnet, und Guder- 
mann drückt die Zusammengehörigkeit von « und w in folgender Weise aus: Stellt 
k irgend einen cyklischen Sektor vor, so bezeichnet er den ihm entsprechenden 
hyberbolischen Sektor durch Lk, wo iur LLängezahl zu lesen igt; stellt dagegen 
k irgend einen hyperbolischen Sektor vor, eo nennt er den ihm zukommenden cykli- 
schen Sektor lle, wo l Longitudinalzahl bedeutet. 

§5- 
Ich will noch über den Winkel FGB=^y den Lambert den gemein- 
schaftlichen Winkel nennt, einige Bemerkungen machen. Wie man sieht, ist 
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tgw=^Tgz=t. Da demnach SmÄ^-7==; und Co« äss-tä ist, so nimmt die 
obige Gleichung für t nach und nach folgende Gestalt an: 
« = Loff:^^= Log ySI = % Log tg (45° + y). 

Man könnte sich also auch hyperbolische Tafeln construirt. denken, denen das 
Argument y zum Grunde läge. Aber einerseits würde die Anfertigung solcher 
Tafeln weit mühevoller sein, da man fast alle Columnen selbstständig berechnen 
müeate, andererseits würde hiebei eine Verschmelzung mit den cyklischcn Tafeln, 
wie ich sie bei meinen Tafeln zu Wege gebracht habe, unmöglich sein, da gin g> = 
—_— und CO» y =-T== ist; man müsste neben den hyperbolischen Tafeln dann 
immer noch cyklische Tafeln zur Hand haben. 

Lambert (pag. 333), nachdem er auseinandergesetzt hat, dass die neuen pon 
ihm in Vorschlag gebrachten hyperbolischen Tafeln ausser 6 anderen Kubriken 
enthalten müssten: 7" Colonne: la tang <p = sin w, 8°' Colonne: le log tang g> i= 
log «n 0), 9"* Colonne: 1' angle gc r^pondant, spricht sich über den Winkel y folgen- 
dermassen aus: Jl n'y a donc qne les trois demieres colounes qui ne se trouvent pas 
imm^diatement dans lea Tables^ si on veut les r^duire auz memes angles m qn' on a mis 
pour base pour les colonnes pr4c^dentes. Mais, si pour ces trois deraieres colonnes 
on met pour base 1' angle % ces trois colonnes se trouvent ägalement toutes calcul^es ; 
mms dans ce cas il faut y joindre une colonne qui donne pour cfaaque angle 9) 
le secteur hyperbolique r^pondant « (=«) =i Log tg {45 + 9) et cette colonne . . 
se trouve (presque aussi) dans les Tables. Je m'en tiendrai u4anmoins au premier 
Arrangement. Hiezu bemerke ich: 1) da, tg y = ein a ist, so finden sich bei einer 
nach w geordneten Tafel allerdings die 7" und 8*° Rubrik unmittelbar in nnsern 
alten Tafeln, und hätte man nur die 9^* Rubrik besonders zu berechnen, 2) Weder 
Gudermann noch ich haben die Nothwendigkeit erkannt, in Tafeln, die nach dem 
Argument to fortschreiten, eine solche Rubrik für jp anzubringen. 3) Ich kann mir 
nicht denken, dassLiambert durch die voranstehenden Worte hat auffordern wollen, 
Tafeln zu constrniren, von denen ein Theil nach in, und der andere Theil nach gi 
geordnet wäre. 4) Nichts desto weniger haben die oben erwähnten Tafeln der 
Herren Mossotti und Forti eine solche Einrichtung, und zwar giebt die eine Abthei- 
lung derselben, die nach regelmässig fortschreitenden tp geordnet ist, die ent- 
sprechenden, natürlich irrationellen u, und zu diesen w die bezüglichen log Cos z, 
log Sin z und log z; die andere Ahtheilung, die regelmässig nach i u fortschreitet, 
giebt die zu m gehörigen z und log tg g) ^= log Tg z. Man könnte eine kurze 
Charakteristik der Fortischen Tafeln auch in folgenden Worten geben: Seinebeiden 
Tafeln schreiten nach dem Argumente a fort, aber die erste nach irrationalen, un- 
gleichmäseig wachsenden at mit den zugehörigen Logarithmen der hyperbolischen 
Sectoren, Sinus und Cosinus, die zweite nach rationalen, regelmässig wachsenden 
(0 mit den zugehörigen hyperbolischen Sektoren und den Logarithmen ihrer Tan- 
genten. Demnach bliebe im Wesentlichen anch in diesen Tafeln iur den Benutzer 
derselben vom gemeinschaftlichen Winkel y keine Spur übrig. Ich will nicht von 
der Zweckmässigkeit oder ünzweckmässigkeit dieser Einrichtung, welche eine ganz 
aussergewöbnlicbe Mühe und Arbeit verursacht haben muss, sprechen, nur das Eine 
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mu88 ich aafübren, dass die Herren MosBott! und Forti, tim dem Titel ihres Werkes 
ein Genüge zu leisten, genöthigt waren, in dasselbe noch besonders als dritte Ab- 
theilung die gewöhnlichen cykliacb- trigonometrischen Tafeln aufzunehmen. 
5 6. 
Durch § 3 und 4 sind wir mehr als hinreichend in den Stand gesetzt, uns die 
DJfferenzialausdrücke der byporbolischen Functionen zu verschaffen. So folgt aus 

Coa z =• — ^ durch Differentiation i) dCos z = " ~ ' — dz = Sin z. dz. femer 

aus Sin z = z -{- j-|-g- + y Ys jT ' ' • ^^^^^ DifferentiatioD. 
2) dSinz={l^^ + j-/^^^- ..\dz = Co8z.dz. 
Zu demselben Resultate hätten wir auch durch die sich dort vorfindenden Ausdrücke 
für Sin (z + m) und Cos {z + u) gelangen können, wenn wir darin ti = dz gesetzt 
hätten, und den Umstand benutzt hätten, dass Co» (dz) = 1 und Sin (dz) = dz ist. 
Durch die bekannten Mittel folgt ferner: 

4) dCotgz= — j^^y da Co*^^ = ^t^ ist, 

5) d See z =: '"' ■ ' ■ ' , da See z = 7; — ist, 

6) dCosee z= Si '*' ' ^^ Cosee z = ^^ ist, 

Dann erhält man, weil d Log x = ^\Bt,a.mz = Log ^(45<'4-tto)durchDifferentiation: 

^) '^^ = -i^ "°^ <** """"^^ •«*' ^> '^"' = ^• 
und Q)dLogz= ^^^^^^^^^^^ oderdlogz = ^^^ ,^-^^l^_^^^y W0Mdet 
bekannte Modul des briggiscben Logarithmen-Systems ist. 

Ebenso ergeben sich folgende Formeln: 

10) dLogSinz^Cotgz.dz = ^.^^ ^ "^^ ^ 

11) dLogCo8z=Tgz.dz=.tgm.dis, 

12) dLogTgz = -g^^ = eotgm.dw, ebenso d Log Tg {a ^ k >:) = sii-(2'^:^) 

13) dLogCotgz=~-gT^^= — cotgio.dm 

14) dLogSec z^ — Tg z .dz= — lgm.du, 

15) d Log Cosec z ^ — Cotgz . dz^ . „ ■ 

§7- 
Diese Differenz! alausdrücke sind nicht bloa für die Integrationen nothwendig, 
sondern auch wichtig für die genaue Berechnung der trigonometrischen Functionen 
in den Fällen, wo die einfuche Proportions-Interpolation nicht ausreicht. Da nun 
die Herren Mossotti und Forti ihre Tafeln mittelst des gemeinschaftlichen Winkels 
5P berechnet haben, wonach 
S»« = T?ü=,Co.»= :'^1^ Ty^ = tgy und » = '" ■ " '"' + "' ist, so w.r ea 



ihnen notbvendig, die kleinen Aenderungen {J) kennen zu lernen, welche die hy- 
perbolischen Functionen erleiden, wenn y um dif = d wächst. Diese Aendeningen 
finden sich in ihrem Werke pag. 31 — 33 folgender Massen angegeben: 



J ) Jlog »in o>, also J log Tff z =■ - 

3) Jlog.Sinz^ ,^ ^'2o„ . 4> Jk 

' ' tg ip . CO» J (p' 



:a2^ ' 



Leider ist der letzte Ausdruck für J log z nicht richtig. Das Versehen ist 
daher entstanden, dass während noch auf pag, 26 richtig angegeben ist 
z = '?i^-'|_f^'±^, es auf pag. 30 heisst log z = log^^^ 
log . tg (« ' + y) _ jpg ig (j ffl- + y) 

■ 2 %; — '"S' jm ■ 

2 M^.tgi 

~ eoi2g>.togtg(U*-lf-<f'f 



statt log z 
Wenn man richtig rechnet, so erhält man ^z = 



-und J log z 



§8- 



Wir wollen nun zur Integration durch hyperbolische Functionen übergehen. 

Setzt man statt der zu differenzirenden Ausdrücke Sin z. Cos z successive x und 

bestimmt demgemäss den jedesmaligen endlichen Tbeil, so erhält man 
Sonst 



Jetzt 

= Ar. Sin x 



4) /"— ^^:Jj = Ar. Catg x 



Ar. Secx 
Ar. Coseex 



= ar. CO» X 
'9' 



A) 



= Log {ix^ — i-{- A 

Ferner ist nach dem Vorigen 7) /— -^ = Log tg liö -|- - ) ^ s und 8) f-^^ = ' 

wobei immer von der Constante abgesehen wird.*) 

§9- 
Da nach der theilweisen Integration r 

/;-'(.+i.°y.,i»=-''"''°+'-"'''+'-'-- '•/••'~''"'-t-+"''^''-'" 



Bekanntlich ist : 



J y^^- 

f dx 

■ttz 
I- 



= ar, cosec x. 



m = 2, 4, 6 . . . und yi — «« = Ä setzt, 



ist, 80 hat man, wenn man successive 






Ar Sin x = A, (wo a 



*) Kimnit man t. B. dat letzte Integral von bis o 
b^perbolischen PuDcUonen ia den b«BtiiuaiteD iDtegraleo, 



Ganz analog ist bekanntlich 

-Sin A) a) /■ ^- ^arsinj;=^ a 

I, pag. 2S) angegeben hat. 

..„„... ...Igle 




U, 8. ff. 

Hätte man zu finden lilayl 

J )*'+»• Jy'+'' J\''+'' 

5)fd,. l'7+?= ?^'^ + | = ^i f "A J, 



, 80 sclireibe man dafür: 



da Sin 2 A =2 Sin A . Cos A ~- 2 ,v .y i -{-x^ ist, wofür man früher benutzte: 
Als Analogen stelle ich noch hin : e) tdx . y/ — .c*^=^ — 3— -(-"j) ^o st«« = 



1 durch Umkehrung der Formel (A) erlangt; 






1 man zuiiäclist in (C) suecessive m = 3,5,7y9, 
1) A-Ü= = — ^r. Cos« ,«=-£. 



. setzt, folgendes: 









"(s3" 



I^V=)« + 



U. 8. W. 

^Ebenso erhält man, wenn man in (D) successive 

a) f- ,,ll^ = ^ArSec:r = — C 



i.7 , i.5. 7 I.S.a.r \ jf 

' 6.ax''T'4.6.8x* 2.4.G. 8x') 



2.4.6-' 
1 .3. 
2.4. 



',7,9. 



2.4. ö.i 
. setzt: 



j .1'-'' 

. f dx / 1 , 1.3 \ 1.3^ 

, fdx^ / J_ 1 1.7 , ( ^5^7 1.3.5.7 \ _ 1.3.5.7 „ - 

^^Ji*\7^^~ \Sx''6.8i*~^4.G. 8x*~^ 2.4.e.8x^)^ 2.4.6.8 

U, 8. W. 



Aus 



= T + s — — ~a I ; leitet man ab 

A\ f ''' — ' ■ ' -1- ^-^ '^ 1 J.3.J ^ , 1 .3.5 j. 

U. 8. W. 

F) Aue I ^ = -— ar + / — ._ * folgere ich anler andern, dass 

5) A^ = - ^ + Z) ist. 

Gl Aus l— — — t^ . ; — TTT- ■■■ i I — ■ ■ ' ■■-. ziehe ich nur den Sohliiss : 

JiJ-^'f 2(m—l) {]~xy — ' 2(m — fJ {l — ^nt~l 

Ich stelle die bekannten analoj^en cykliechen Formeln daneben: 

\ f ^' — '■ ' , i.3. X I J .3 j 

,s r d^ _ 1. X , 1.5. X , I..3.5. X , 1.3.5 j 

"J l(i+i»)* — 6 . (/+!')• 'T'4.6. (1+x^* ~^ 2.4.6. (,i-\-x*) '^2.4.6 



. Px^ d X , ~ f X* d X t X 



§ 12 



H)- Au, f — '^ — = '-, ,-'t'r'f /' 

an 

y-'-<'+-') ' 7'+' 



erhält maa 






U. 8. W. 

a!" — ^. y^^ITi I m — Jf fx^—^dx 



ergiebt sich unter andern 

Du3 letzte Integral führt auch leicht zu einem andern Analogoa für § 9, 5; nämUch zu : 

y'j /-i 5 *.l^^^ F Sin2F P , >-. c ■ ^ 

d X . -yx^ — 1 = — -^ — w = — 3 g- , da j: = Cosr ist. 



§13. 
leb will noch einij^e einfache logarith mische Integrale anführen, bei deren Be- 
rechnung man sich mit gleiebem Vortheil der cyklischen und hyperbolischen Func- 
tionen bedienen kann. 

1) f^J^=—iLogil — s^) = — Locicosai,-9reonsinui=a:, = — LogSecz,vennj!=Tgz\ 

2) //:^ = j/'ö^(?+^')= LogCosZyViean Sinz=x, =Log»ecw, vewix = tg w\ 
^^ fr~n^^^^^°^I^^^°^ *^ "*' wennsmiü^vr, = Log Sim^ -wenn j; = Tg z\ 
^) fv^T^r^)^^^"^ TT^^ ^"^ 7> z, wenn Sin « = ^, ^Logain w, wcnax = tgio\ 
5) /-7 j^ -- a -- = 3 LogQc^— 1)=^ LogSim,weanCosz = x, = Log tg a>y wenn ar = «ec »> 
^^ / (J'—ii ~ ^ ^°9 "^ ~ ^"^ ^i' ^' ^^"^ ^"^ ^ = J^, = /-oi; sin to, wenn x == «ec m. 

§14. 
In gleicher Weise kann man folgende einfache Integralformeln nach Belieben 
durch Anwendung von cyklischeo oder von hyperbolischen Functionen zur logarith- 
mischen Berechnung einrichten: 

n-, f ij a I T^ ,^ f d X n =. /* xdx r 

^)/Ä.=>""+^"=«' w/iS=(5'"-^)''' «)/-y7+3'^-?. 

«'/lÄ=V'-^=-- «/jS^=(^'+oh r)fn-^i^^='i,. 

,. f d X r ^ f d X iB ^ /• xdx f 

§15. 
In § 8 liegen noch folgende Sätze, welche ich hervorhebe, weil sie auch, ab- 
gesehen von der Integralrechnung, in vielen Fallen zur Abkürzung von Rechnungen 
benutzt werden können : 

1) LogV^^^=±Ar Tgxoder %y^ = ±Ar' Tgw, wobei M. Ar = Ar- ist 

2) log (yT+x^±A=±Ar'Sinx, 3) log {x±:y^^n \ = ■± At'Cosx, 

4) log ~^^j^±Ar'Cotg3!, 5) log ^ -^l~^ = dz Ar' See x , 
6) log H+£.Ü = -j- Ar' Cosec x. 

Ich erinnere hiebet noch, dass meine Tafeln nicht die Ar =2, sondern gerade die 
Ar' = z' enthalten. 

,.,y,..ecovGoO«^lc 



i 16. 

Wir wollen jetzt allmählich zu verwickeiteren Integralen öbeigehen. Da, wenn 
Cci»« = 3:ge8elztwir(l, &»o<T.2 = .c— / und Ci«jls=y^Ji±^=>'^' ist, so 

hat man für das schon aufgestellte Integral ^4^ folgende Formeln: A — = 

J )''-' J ]■•'—< 

ArCo,^=ArSmver,(,.,-l)=.2.ArCotg >'ÜlJ = j, ßi, ,/i5=rF; „. s. w. Niinmtman 
nun x= t -^ -an, so geht dasselbe über in: 

1) Aj^lig = ^' S'» •"•» ^' = ^'' • C" '-^ = ^ -4r coiy y'3^ = /i, 

statt des früher gebräuchlichen Ausdrucks: I^g \^^w^+ j'ö^c+^^l 
Nach § 1 4, o) ist A^ = Vs' ~ 1. Setzt man j, = S + ^ so hat man : 

,/ -viTHi^- -./y-ilTl» "1 ./FHT? = '-'S + «' -"ä" 

./j-ljUp = l'ilT? -/^ = )S|+? - ^r S» „r. S 
und wenn man S= — annimmt, so erhält raao: 
2) A^==yS7+P ~^.^rÄ*mi.m^= j/a ;c -1- ^ « - I vir . Stn |- (^T-f^ 

= 5(5»« A-AJ =.T Cofff§- a j, da Cotg j =V^ ist. 
Um /* — ^ zu finden, setze man j; = Jgund ? = y — -/, alsoa; = ^ — ^. 
Dies giebt /tÜS^ = J r-^ _ ^ /• -»/»- + t CJl^ 

^o!i)r-ßi^ = 'j^l'^J+ii+^-fA,-a„'^±^ = äSmSA-8Si:,A-^6A'\. 
J yax-\-x' * Ca Ib^ J 

In ähnlicher Weise erlangt man: 

= ySsin3Ä~9Sin2Ä+i5SinA—30A\, 

wobei bedacht werden muss, dass Sin 3 A^3 Sin A-\-4: Sin A * ist. 
Die analogen cyklischen Formeln sind; 

= — X , cotg I a -|- a 4-, wo eotg-^ = 1 ist. 



*)/! 



_8i^+10ax+15<a 



= |^r—™3« + 9»in2o— 45 lin 11 + 30 ol 



il7. 



Aus § 16, Nr. 1 und 2 ergiebt sich leicht, dass 



/- -"—■ ■ := — L. Ar . Cos 



^t — ^ = --= j1,(wo also Co8j4=^^t — - \ und 



Demnach erhalten wir ; 



Die entsprechende cyklische Formel ist: 

WO COS a = und cotg „ = K — i -■■ —. ist. 

also II) |V«-f +^' -'^^-^^ f'«^+'^* - ? ^^ Cos ^4^ ^ 
— "^.Cos A.Cotg-^ — ^A. j 

da aus Cos A = "' sich ergiebt Cotff j = y^±^ = "*" . 
Dem entspricht die ojklische Formel: 

2) Cyax — x^ ,dx-=^ -z — ■ \'a x — je' + -g • <^^ '^^^ — 

= — -j- . COS o . cotg j CE + -g" «■ 

wo co% a =^ und also cotg J a ^= - — — — ist. 

In derselben Weise kann man j a\ax-\-x*dx £nden, doch setzen wir der Abwechs- 
lung wegen; Cx fa a!-\-iC*da;^ (fx*-\-gx -]- A) '^ax-\-i^ -j- k. «'. Ar Cos ^^i—^. 
Da (§ 6, 1) alsdann if^±9ß±3±+lA + /^r+^« {2 fx+a)-\- -jt^ = 

31 Va^ + a:* ist, so hat man, weil / = J, ? = 7ö)Ä=; äj^^T« gefunden wird, 

ITT f J i — iJ 8}^-\-2ax-3cfi I 1 — t . a* . „ a + 5i\ 

in. ix yax-\-a:* dx^ ^~M ya x -\- x* -\- -^Ar . Cos — ^ — j 

= fJ2 Sin A*~ 3 Sin A .Co» A -\- 3 Ä\, | 

weil Sin ^ = - '^ax^x' ^x^=Z (Cos A — 1) und Cos A*^! -\- Sin A? i«t. 

,.,y,..ecovGoO«^lc 



Dem analog ist die cyklische Formel: 



= — ^\ 2 sin a' -\- 3 sin a . cog a — 3 a\ [ 

da «in o = - 1^^^ iE» und x = ^{l ~ cos a) ist. 

§ lÖ. 
Bekanntlich ist \)J-^-^_^—^^-^=^=={ürtga=,^^^, wenn a c positiv 
und grösser als b' ist. Ist alter b*';;>ac, so schrieb man bis jetzt 

2) L^oi^ ^ = -^= Log HlifrÜ^^^ = ,/, für b + c.r> (/i^^^^ und 

3) "Trr~ '"--^'^~°°~^*"'"°'^ - "'-"■-'- I --^/^"^~^ 

Vermittelst der hyperbolischen Functionen kann man aber den beiden letzten For- 
meln eine der ersten Formel gauz entspiechende Gestalt geben. Setzt man nämlich 
-^^=;w, so ist nach § 15, Nr 4 

II) J ^ ^J^= Log y^ = - ^'- ^°'g" und nach § 15, Nr. 1 

jyy. ., i j -l/l U J^f . Tj U 

~}'4i_„e '"^ H^ Vfta — ac" 

Man kann sich aber auch die beiden letzten hyperbolischen Integnile selbst- 
ständig verschaffen, indem man an § 8, Nr. 3 und Nr. 4 anknüpft Setzt man 
nämlich in die dortige Gleichung fj—ä ^Ar . Tg y statt y =S- , |, ao erhält man zu- 
»»chat fs^^ = ^Ar Tg^ y oder 
/- _ -3 =; -^Ar.Tg yA . J. Dann giebt | ^ a: -|- / folgende Gleichung: 

f(a^ßfä)-2ßyx-ß:^ = j;f= -^'' ■ ^5' ("^ + y) V-^. Setzt man nun 
tt'—ßy' = a, ßy^ — b,ß = — c, wodurch y^-,aT=--^-^, 
^'aßr= |'6» — ac und M— =^ T/tj_ " irird, so erhält man 

Um die Formel II abzuleiten, substituire man in/^-3^^-4r.Co(3'y8ofort^a:+)') 
statt y. Dies führt auf: 

B) fL^l-— = -J=. Ar. Cotg^±ä^ = — ~^J= für CotgA=-!^pä= 

Dass die Vorzeichen in den beiden Entwicklungen für III und für C nicht stimmen, 
hat hier nichts zu sagen, da yb* — ac positiv oder negativ genommen werden kann. 



Den Fall , dass b* = a c ist, können wir übergehen , da alsdann a-\-2b3;-i-cj:' 
= (V^+V^^r «nd daher J^-p^^:p^=-p=^ Ut 

§19. 
Durch dieselben einfachen Mittel gelangen wir, wenn wir von § 8, Nr. 1 und 
Nr. 2, nämlich von den Gleichungen / ^ Ar , Sin^ und /— r- — - = Ar . Cos | 

ausgehen, zu folgenden beiden Formeln, welche sich auch in Gudermann's Werk 
über Potenzialfunctionen png. 13 vorfinden : 

A) V =^ /- , - - ^ -^, wo bin A ■=- — ^^ 

B) y = ji, wo C08A = ^^^ ist. 

Beide Formeln setzen voraus, dass c positiv ist, die erste ausserdem, dass ac'^h', 
die zweite, dass i'> a c ist. Hiefur hatte man früher u = _^i_X££Üf2-i — f+^frl 
Ist aber c negativ, dann gelten folgende cyklischen Formeln: 

1} V ^ -3=^» furMna=;— -— J;:^, oder =^ s=v, lur «i« a ^= ■ .J. z.. 

2) y ^ — T^j ^"^ C08 ff ^ -==., oder = -t^^, für co» a ^ —===.. 

Wenn Gudermann aber pag. 114 schreibt: 






fi + c. 



so liegt darin ein Irrthum. 

Der Fall, dass 6* = ti c ist, kann wieder übergangen werdeUj da alsdann ohne 

weitere. J=i3jV|±-JS ist. 

§20. 
Geht man, durch § 16 Nr. 2 geleitet, von 

Differentiation, dass p = - und o = ist. Demnach ist stets Y = ( . -. '' . - 

, ^ L -^ c ^ ü ./|o + aii + c.c» 

__ "+ ^-r" . y^ ^o y naßlj BeschaflFenheit der CoefScientcn a, 6, c einen 

der im vorigen § aufgestellten Werthe bat. 

L Ist nämlich c positiv, so gelangt man leicht zu folgenden zwei hyperbolischen 
Formeln : 

II. Ist aber c negativ, so gelten die verwandten cyklischen Formeln: 
^ Y ■=. ^ — I ]'6» — a c . cos a -j- 6 . a I, für tin a =: - ■ . , 

2) y = ^r>'F^^^.sma-J.al, fSr co« o = -^±^4. 

MH.ecovGoOglC 



§21. 
Ferner iUdTic l'o-f 26»+ ciO = W.d^+ t^+l^ÜJi _ (<.+3t. +g .rf)^. 
wenn der Kürze wegen }'a + 26j; + ca» = It^ gesetzt wird. 

Demnach iet x . W = aj^ + 3bf^ -^ 2c f^^, oder 

/^^ __x .W a_ pdx 3 b fxdx 
W — 2c 2cJ~W"~ToJ~W 

and mit Zuhilfenahme der beiden letzten §§: 

T— r ^*^' _ cx-3l .„ 5*!-ac 

Je nachdem nun c positiv oder negativ und t*^« c ist, prägt sich die vorige 
Integralgleichung in folgenden Formen aus: 

.. j [l^—ac)Si«A.Go,Ä — ib.yyi—ac.SinA-\-(3lli~ac)A ^_ ^ . b-ir-cx \ 

B) j _ (" e — y ) ^'B .^ . Co« ^ - 4 i ■ l'äT^^ .GoiA-^{3l>^-ac)A ^.. „. j-f-cr ] 

Anmerk. Ist 6- = «c, dann ist y =f-^ = '-^=l°iJ£lJE±liil „„d 



Naehdem man eieii überzeugt hat, dass | / ^=^, ) I) f.. = to, (§ 8, 

Nr. 7 n. 8), ^ p^ = Los *} f. ) fi^ = .^»J ^J J, dass ferner^ j'-i£f = - rof j», 

f^ = '? ".) /ir. = - (^"S ' »'"'/j^ = T,z(% 6, Nr. 3 n. 4) ist, kann man 
sich leicht mit Hilfe folgender irwei Reductionsformeln: 

die Integrale von ,. 'j und - g r-- „ verschaffen. Ich werde mich aber nur bei dem 

° Co« i"' Sin a" 

ersten Integral ein wenig verweilen, da ich das andere im Verlauf meiner Arbeit 
nicht zu gebrauchen gedenke. 

Setzt man Siin z-^^x, dann ist Co» z =: l'/4-.t* und dz-^^ . mithin 

y- dz _ n dx _ 1 Sinz , m+S r di 

Coi ^ ~J yiljr7«™ + l^m—! Coe t"" - i' ^ — U Co> *^—^' 



Ich will für m bloss die ungeraden Zahlen setzen und erhalte dann : 

TV\ rJ-' —X, ■5'"' . f.^S.nt 1 ..3.GSi«. i *_^jj ,„' 
"■^ ' J Cos z-- " '* Cusz'"^ 4. CC'osi* '2.4. ecw 2""!" if. 4. C 

^'J'äir?— '^ Vo»z»^<S. H C<.i z« "T 4 . S . « (.'o. !' "T 2 . 4 . S. « CoBi»"'" 2.4.6- 
^TT^ r d ' , ■ Sinz . 1. 9 Sinz . 1.7. 9 Si„, 1.5.7 . 9 Sin z , 



1.3.5.7. 9 Sini , 1.3.5.7. 9 
2.4.6-. S . /C Cus ä* ' 2 . 4 . &■ . 8 . f ü "'• 
U. 3. W. 

In Bezug auf I) will ich noch eine Bemerkung machen. Da z und m zugleich 
sind, so hiit man daseibat ki;ine Constante hinzuzufügen. Weil aber nach § 3 

Cos z=^ ^ 2 — '^'' ^° haben wir, gleichfalls ohne Constaute: 2/ . . _:_- = Q».Nnn 
aber giebt SchlÖmileh in seinem Compendium der hohem An alysis, 186iJ, I, pag. 311 
an, das8 f—^-^-— — arc .ige' . -\- C ist, wo dadurch, daes das Integral für ^ =; o 
verschwinden muas, sich die Constante C = — ^ ergiebt. Demnach ist |-|--^^ 
ar tg e' oder tg R H" ^j ^«^ , d. h. s = Log . tg {43''--\' ^ji wodurch wir eine Be- 
stätigung von § 4, Nr, 4 erlangen. 

§23. 

In den Amsterdamer Verhandelingen von 1862, VIII, pag. 231 Nr, 7 giebt 

Herr Dr. Bierens de Haan an: 

ftinidx 1 , l + XTcosx , D fcoexdx 1 , 1 + VTain x 
A = I — -T, — = ■ — ^. Log ■■■ ^ - \ - -^- — und B = I ;, — = —r Log ■ - ^ - '- :^ . 

Mit Hülfe von § 8, Nr. 3 kann man die Integrale bequemer also ausdrücken: 

A=—-ArTg {^T. cos .r) und B == ^ Ar.Tg (/i". si«^). 
I ^ 12 

Aber auch folgende Ausdrücke sind richtig: 

. / , \Y.ca8x + l ^ A r- i I fö~ \ D i T y^.einx + 1 

A ^: ~ — Loa -— - ■ ■ — ■ — = ~ Ar Coto (r2 . cos jr^, B = — :. j^q !—^ J_ ^^ 

2]'-2 ^^2.cosx-l ]2 ■^^' ■" 2y2 ^ \T. »in x ~ t 

-yAr.Cotg \2'siiiJ:. 

Hfitte Herr B. de Ha.in an dieser Stelle aloh der Iiyperboliachen Functionen 
bedient, so glaube ich, würde das, was er über die beiden Integrale, wenn sie von 
;c = — a bis j: = -|- a genommen werden, gesagt hat, klarer ausgefallen sein. 

Den vorigen Formeln analog sind A' ^= j—^ — j- — und B' =^ f—^-^JL. 

Um diese beiden Integrale zu finden, beachte man, dass Coe 2 te = Cos ;t'-f Sina^ 
^ 1 -\- 2 Sin x* ^: 2 Cos it* — i und dass d Cos a = Sin x d x und d Sin x =. 
Cos x d .V ist. Setzt man nun zunächst ^2 Cos ^ ^ w, so hat man 



I ^' = f57=fe ^ - ,7| ^'* ■ ^"'? " = - ^ ^'^9 (>^. Cm x\ (nach § 8. Nr. 4.) 
^ Da aber ( ^—^ = — fi-T ^ i ^^^ ^° ^e\ii § 8, Nr. 3 ausserdem noch 
\Ä' = -j^Ar.Tg(i2:Co,x). 

Setzt man ferner }'2 . Sin x = v,»o erhält man zunächst 
I B' = ^/l^ = ^ ■ «•• ■ 'J » = ^ • •"• ■ 'S (l/^" S.» -)■ 
< Weil aber jj-jr^ = — l~~Y:n~iX^~ ^^- ''°^9'*' ist) so hat man ausserdem noch 



So wie 1) fj,^^ = tg *k ^ und 2) fjz—— ~ — co(? % ar ist, so erhalten 
wir durch § 6, Nr. 3 und Nr. 4, wenn wir beachten, dass Sin % x ="[/ ^°''~ und 
C«.A.= >/^|±Iist. 

1)/^ - ^^ "A -. H)/^^^ = - Cotg % .. 

§ 25. 
Unter Andern hat Herr Dr. Bjorling in Grunert's Archiv 21, pag. 26, das 

— T—. ; : =^ behandelt. Indem er c ^ o annimmt, spricht er zunächst 

a-^bcosx + cemx r 

™" /iT^ = B- Er set« yi^J = ,j s « = « u»d erhält d ß = jj^.^,-, 
Ist nun a* >■ r', so erlangt er leicht, wenn man nämlich noch * für «1 ^^^ sehreibt, 

je nachdem a positiv oder negativ ist, 

Ist aber t* >■ a*, so erhält er, wenn man v für « y schreibt, 

B = -J= /;^ = -J^ Los ^ = ---^'^ "^oy (i±^\\ 






Da aber Cyi^^ ■^'^ • Tgv rmdr— -j^ = Ar. Cotg v ist, so gelange ich zu folgen- 
den Resultaten: 

je nachdem y^^^ 'i/ Vi ^ kleiner oder grösser als 1 ist. 

D,9,t,zedbyG00glC 
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Der dritte Fall, wenn a» = r* ist, hat in § 24 Nr. 1 und 2 seine Erledigung 
gefunden. 

Um A zu finden, setze man t = t- , co« a, c=:r . gin a, also r = /i» -|- c». Da- 

duri;h wird A = 1 — ■. ~ r ^ / — -, — '— — , wenn x — a=^yi 

Ist daher a'>- h^^c'^, so hat. man: 

Ist aber 6* + c' >• «*, dann gieht Herr Björling an: 



wofür ich schreibe: 

l 






nj 



\lß-\-fi—a^ ' ^\ ^ + '^ ^ j [je nachdem die Klammer kleiner 



oder grösser als l ist. 



Im dritten Falle, nämlich wenn a*i=6'-|-c* ist, haben wir: 
A = ^=^^- tq ^^^ oder = -__-: cotg — ö— i 
je nachdem a = -\- }'6* -|- e* oder a^^ — 1'6' -}- c' ist. 
§26. 
In Bezug auf l—Tr'~c — ^ "^ könnte ich ohne Weiteres auf Gudermann's 
Werk § 97 verweisen ; doch will ich auch dieses lute^^ral, da es in Kärze geschehen 
kann, nach Anleitung des vorigen § selbst entwickeln. Man setze w ^ V » -- "]r - . 

^= Tg •^ jT, dann ist Co» m ;= ^ - ^ ^^ , d m := 2' coMi,^ ^^ äo» x+i * *'* *''^'' ^"^ ;" + ^ 

2 . , , 2(i« ... 

;= j^ ^j , SO ist ri j: ^ T—,ä t iii'thi" 

je nachdem r grosser oder kleiner als a ist. 

Im ersten Fall, wo also r» >■ a* ist, erhält man: 

Der andere Fall, wo aiso a'^r* ist, gieht: 

•'" = Tsh' ■"'■ • ''•■' {^Wr ■ "'S '<■ -■) "'" = -jÄ '^■' • ^"'^ i^Wr "'S * 4 
Die zweite Form von J" wird zur Anwendung kommen können, wenn a oder r 
negativ ist. 

Den dritten Fall, wonach a' — r' ist, habe ich schon in § 24, Nr. I undll zur 
Sprache gebracht. 

Es ist noch besonders darauf aufmerksam zu machen, dass in § 25 und in 
§ 26 die cyktischen und hyperbolischen Aren in allen nur möglichen Verbindungen 
vorkommen. 



:,v Google 



§27- 

Wir gellen zu 1 -i-^, = ^ "»J l7*^^i ~ ^"^^''■ 

Bisber schrieb man: A = V» Log — Hf-i — 'A artg .r^rz "/g /•o^l^i"/)* — % arlg.T. 
Da aber ^ii , - 'Ä f-,-^ - 7.^,], d'^ ferner f/^j^-ArTg.r^- ArCo(^.r 
und f-Yxn ~~ ar tg x ^= — ar . cotg .r ist, so li aben wir jetzt : 

^ — — % Tar (j7 -r -|- Ar Tg .rl = >j l<ir . cotg .r - Ar . Cotg A, 
je DftchdeiD x kleiner oder grösser als / ist. 

Was das andere f * ^ 1 "= ^ anbelangt, so äusserte sich Leibnitz(ActaErud. 
1702, pag. 218 und 219) darüber noch folgender Massen: Esfo , . ^ (wo i = )' — /), 
dticcndum in „ _ ■ . - ^ , prodibit , , , cujus deuominator utiquc est formula reali?, 
sed resolvendo hanc formulam non pervenitiir ad divisores planos reales. Nam 
a;» _ ia'resolvipotestin^ -j- a ]'ietx — a l^etj.* -|- t a* in ,c ■ |- a \^ — i et x — a j' — *'... 
Sed quamcunque instituamus duarum ex his radicibus quatuor coinbinationem, 
minquam consequemur, ut duae inviceni diictae dent quaiititatem realem - . . 
Itaque f t _^ « nequo ex Circuli neque ex Hyperbolae Quadiatiira per Anitlysin 
hanc Dostrain reduci poteet, sed uovam sui generis f'undat. Et optarem... consCare 
cuinam problemati respondeant f-i^r—i' / , _/ » , etc. (Im Voibeif^elien sei nocb 
bemerkt, dass der Beriebt hierüber in Moutncla, Histoire des Mathematiques, 111. 
1802, pag. 147, nicht ganz genau ist, er lautet: Jci Leibnitz sc fait une qiiestion. 
H 86 demande, si de meme que l'intögratioH de j , ^ dopend de la quadrature 
du cercle et de l'hyperbole, il en est de meme de differentielles comnie celle-ct cn 

g4nera) , quelque soit m. Dagegen steht pag. 151: On a remarquä ci-de- 

vant que Leibnitz avait et4 embarassä h la reduction des fraetions de eetfe forme 
it* ± a* ou plua generalement .r" ± a", en leurs facteurs de deux dimensious pt 
qu'il arait m@me so)]p{<,onne que cela ne ae pouvait pas toujours.) 

Jetzt weiss Jeder, diiss (,/'■;■.*■ j'.^-|- 7) .(-*/' — .c |5 4- /)==•*'* -|- ' "nd dass 

^-T' = 5P [j^^V' ~ ^'U+'il '"'■ ^"^^ """' """ ''^ ''" 1'^ = !"'°' 

X — 'i 1^=1), 80 wird der erste Bruch in der Klammer — '*^^r^ und der zweite 
Bmch = '-=^. 

= 5f7, [". /.oj $-^\ 1 ".• <9 s ]'-' -I «.• <s ', I i'] 

,,,3,.„„yG00>^IC 



, ' r.4 L., ^+iJ2±i + ar tg ^11, weil tg (y + yl = "'' + ''/'. 



ist. In dieser Gestalt liess maa bis jetzt das Integral. 



Es ist aber % Lo( 



^' + > + - l' g 



«■ + '- 



-V2" 



'4 i»i 



' + . 






% /.. 



.^. 



wenn m = jV^ genommen wird. 
Da nun »i /.,0£f y^-^ — ^j- T^ w ist, so kann man gegenwärtig schreiben: 

Ich bemerke noch, dass man bei diesem Integral B nie seine Zuflucht zu der 
hyperbolischen Cotangente nehmen darf, da ^-i stets kleiner als 1 ist 



Beispiel zu i~izil- 



Es Bei das Integral zu nehmen von a 
halb dieser Grenzen S. Sonst hatte man z 



= yv,bi8fl:= 1,68473 und betrage ii 
BeKchnung die Formel: 
— J-; — -^ «y tyj-, jetzt möchte vorzuziehen sein: — V,l( 
Wir wollen den Werth des Integrals erst für die obere Gre 
rechnen und mit S' bezeichnen. 



x-{- Ar Cotg x I, 
% = 1.68473 be- 



«eaelasebflUelier Ttell 
der Reekuui 

log.T= 0.22653 
o" = 59«18'29" 


Snsti 

9,83561 
9,42890 


logn= 4,68557 


9,40662 \ , x-l 
- 0,59338 h'"" ."+3 


0.01499 
a= 1.0351 
1= 0.51755 


- 1.36636 =Loj '-=4 
-0.34159 '^ 

- Oil7,55 


— 085914 = S' 



Jetiti 

Ä' = 0.29669 
A = 0.68317 
a = 1.0351 



1.71827 
: _ 0.85913.5 



AiMerk. 



" ~ 180.60.60 
;o^^/ = 9.63778. 



Der Werth des Integrals für die untere Gr< 
S" = - 0.89375. Da nun S = 
S = -i- 0.03461. 



Auch die 
trage iS. 



Beispiel zu / * f , • 

I Integral sei von x -= 1*^ his .i 



— 1 'Ä beträgt 
■ S" ist, so haben wir: 



: 1,68473 zu nehmen Und be- 



_.v.v-^y. 



Wir gellen zu i t_^j — ■^ ""il j~i~J:i = ^ über. 

Bisher schrieb man: A = *!, Log ^-y — % ar tg .r — % ■'■"yi ~ t-/)'~ % artg.r 
Da aber ,_ =; % 1 TZr» — "i^XlI' ^'^ ferner j-^^j-^ — ArTg-r^^ — ArCotgj 
und j-^ y ri ^ ar tg ic = — ar . cotg x ist, so haben wir jetzt: 

A=~'k \ar tg x + Ar Tg A = -/. Lr . cotg .r - Ar . Cotg A, 
je nachdem a kleiner oder grosser als 1 ist. 

Was das andere /Tory ^^ ^ anbelangt, so äusserte sich Leibnitz (Acta Erud. 
1702, pag. 218 and 219) darüber nocli folgender Massen : Esto . ^ (wo i = ]' — i), 

dnccndum in -537^3, prodibit ■ , v" « , enjiis denominator utiquo est formula realis, 
sed resolvendo hanc formtilam non pervenitur ad divisores planes reales. Nam 
a;' — I a'resolvipotestinvt: -j- a\ietx — a l'ietj^» -\- i a* '\a x -\- a \'—i et x — a ]' — i... 
Sed quamcunque instituamus duarum ex his radicibus qiiatuor combinationem, 
Dunquam consequemur, ut duae invicem ductae <Jent quantitatem realem . . . 
Itaque C ^ f ^ nequo ex CircuH neque ex Hyperbolae Qnadratiira per Analysin 
hanc noatram rednci poteat, aed novam sui generis fundat. Et optarem . . . constare 
cuinam problemati respondeant f-i-r—i - / , / , , etc. (Im Vorbeigeben sei noch 
bemerkt, dasa der Berieht hierüber in Montitcia, Histoire des Mathemaliques, III. 
1802, pag. 147, nicht ganz genau ist, er lautet: Jci Leibnitz sc fait une qnestion. 
II se demande, si de meme que l'int4gration de l itt depend de ]a quadrature 
du cercle et de l'hyperbole, il en est de meme de diflferentielles comme celle-ci on 

g^neral , quelque soit m. Dagegen steht pag. 151: On a remarque ei-de- 

vant que Leibnitz avait et4 embarasse ä la reduction des frnctions de cette forme 
x* ± a* on plus gen^ralement ,/" ± a", en lenrs facteura de deux dimensions et 
qu'il avait mene soupfonne que cela ne se pouvait pas toiijours.) 

Jetzt weise Jeder, djias (.t* -|- .t v'.^ + 7) . (.-.^ — .r )S -j- /) =.z'*-|- / unddasa 

-Jr-, — -^ \~^^^ ;t^^-^ — 1 ist. Setzt man nun .c -1 v, l5 = vund 

»!— */i'^ =*?» SO wird der erste Bruch in der Klammer =; - ^-rr^ und der zweite 
Bruch = ^^. 

Darnach ist B = -'- [% CijlÄ^ _ .,, fyfjL j f'jJß, + /-'''l^ l 
= jp [■/. r-og $*-\- l arigg t2 4 „,. is , li'] 
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= 4- T'i Loj '1 +-11 + ' + ar tg ^11, weil ig (,, + <,')= ": + "/ 
ist. In dieser Gestalt Hess man bis jetzt das Integral. 



Es ist aber s log '''^'^ Ä - = % '-»? 






'k ''» 



wenn u = riVj genommen wird. 
Da nun % Log j^^ = Ar Tg u ist, so kann man gegenwärtig scbreiben 

Ich bemerke noch, dass man bei diesem iDtegral B 



seine Zuflucht zu der 



,y2 



hyperbolischen Cotangente nehmen darf, da t^-» stets lileiner als 1 ist. 



Beispiel zu Itz^^- 



Es sei das Integral zu nehmen von x^ l*/,h\ax^ 1,68473 und betrage inner- 
halb dieser Grenzen S. Sonst hatte man zur Berechnung die Formel: 
'/» Log ^~ , — "4 ar(^j-, jetzt möchte vorzuziehen sein: — %l ar tg x -{- Ar Cotg x l. 



x~l 



Wir wollen den Werth des Integrals erst für die obere Grenze .r ^ 1.68473 be- 
rechnen und mit S' bezeichnen. 



Getfeiiisduifdlcher ThetI 
iler RechuBgi 

logj-^ 0.22653 

a" = 59°18'29" 

%o"= 5,32942 

U)gn= 4,68567 

0.01499 

a= 1.0361 

;= 0.61755 



9,83551 
9,42890 



9,40662 1 ,-1 

0,59338 f^ ^^'-1-1 
1 naanp. I — X — ^ 



- 1.36636 

- 0.34159 
-0.61756 

- 0.85914 = 



A' = 0.29669 
A = 0.68317 
a = 1.0351 



1.71827 
- 0.86913.5 



" ~ 180.60.60 
;i)jJ/ = 9.63778. 



Der Werth des Integrals für die untere G renze .1- ^^ 1 V* beträgt 

S" = — 0.89375. Da mm S == S' — S" ist, so haben \ 
& = + 0.03461. 



Beispiel zu 



/'• + ' 



Aiicli dieses Integral sei von . 
trage S. 



- 1% h\s x = 1,08473 zn nehmen und be- 



_.v.v-^y. 
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Berechnung 
«eaeinuliartUcli« Thelli 

1 — i-= - 1.8383 •! 

_ (0,26442/ 

hg X |'2 = 0.37704.5 

Uj tga = 0,11262 

a" = n~ 52« 20' 48" 

3,14159 

«.91361 



= 2,22798 



hg a = 0.34792 

Ug 2 |''2'"= 0.45164 

9.89618\ 

+ 0.78773/ 

Dazn -I- 0,25674 



iines Werthes (S') fi 

S*Hti 

log .1= = 0,45306 

.1:'^= 2,8383 

_xii = 2,3825 

r' + » v'a + 1 _ 6,2208 

t= — .« l'2"+l ^ 1,4558 

log (Zililer) = 0.79385 

log (Nenner) = 0.16010 

ioj. (Bruch) = 063075 

log . log . (Br.) = 9.79985 

log . r,og (Ilr.) = 0.16207 

log 4 ]'2~= 0.75257 

9.4<I950| 

0.25674/ 



die obere Grenze: 

Jctih 

(log .V ]'i = O37704.5) 

(oj(l +.!■') = 0.58413.6 

log Tg A = 9,79291 

A' -. 0.31538 

hg A' = 9.49883 

hg A = 9.86106 

(log 2 |r= 0.<5154) 



9.40951) 
0.25675/ 



S' = 1,04447 

Wenn nun für die untere Grenze der Werth des Integrals = S" ist, so erhält man 
S = 1,04447 — »'. 



In Grunert's Archiv, 3, pag. 336 hat Clanaen eine einfache Entwicklung des 
schon von Lestendrc behandelten Inte^rrals / ~ — ^= S gegeben, wonach 

, iV+.+' + i'»-'.i'J , 1 .„ ,„ ■' v-n-1 



- + Ts°"-'S 



Da nun der grosse Bruch = 
nach % 8, Nr. 3: 



ly + y+i 



(a-rife'- 
1'3 .(>- <) 



lV->.l'a 



l'i ■(»- <) 



«V3 " ly-/ ^" "()-,) 

Insofern g ^ 1 ist, wird - , ^ ^ stets <; 1 sein. 

Setzt man y = 1,68473, so ist 

S = 0,068195 -I 0,036406 + Coml. 
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Anwendungen der neuen Tafeln. 



Bei der Aii%abe: „Unter welchem Winkel muss eine Kugel im luftleeren 
Raum geworfen werden, damit, naclulem sie wieder in die anfängliche horizontale 
Lage gekommen ist, der beschriebene Parabelbogen ein Maximum sei?" kommt 
Herr Director I)r. Strehlke nach einer mündlichen Mittheilung*) auf folgende 
Gleichung: ein w . I,o(f tg j^^'* + j) = 1, wofür ich schreibe: 2. si'no) = 1, oder 
ä' Hin ta = M — MnduluH. (loff M = 9,63778.431). 

1) Berechnung des Winkels tu nach meinen Tafeln, pag. 87. 



Für 0) = 56» 27'. 

% nn w = 9,92086 

hü »' = 9,71665 

= 0,52080) 9,63751 



Für 10 = 56» 2S' 
log sin w =^ 

log 2' 
0.52103) 



= 9,71686 



l (2' = 0,52080) 9,63751 l (2' = 0.52103) 9,63780 

.\lso ist to = 56" 27' 56". 

2) Nach Herrn Forti's Tafeln: pag. % t = 28". 

Für <4 T = 28" 13' = 14 to. [ Für % i = 28" 14' = »4 

log tg<p = log ein m = 9.92077 hg tg<f = log einm = 9,9 

(2se«.A = 1.19865 = 2) (2*e«.A= 1.19970 = 2) 



29 : 27 : 



: 56". 



log z 



= 0.0 



log 2 



Also ist % I = 28» 13' 
3) Mit Shortrede's und Schrön's Tafeln: 

hg . ,ra o) -j- log . log tg (45" f .4 1») 
Für m = f)6" 27' 56' 
9,92093.37 
9.71684.61 



0.00001 

= 56" 27' 58". 



56 : 54 — 60" : 69". 



log . M. 
Für 10 = 66" 27' 57". 
9,92093,51 
9.71684.92 



9.63778.43 



9.63777.98 
Also durch siebenstellige Tafeln berechnet crgiebt sich c 

§30. 
Aufgabe. Man soll die Oberfläche (0) eines durch Rotation entstandenen 
£l]ipsoids finden. 

nein der näcbBten Hefte de« GrDnert'scben ArchiT« i 
AullöaaDg zn erwarten. 



•) Wir haben 
Herrn Dir. Sirehtke 



) = 66" 27' 67". 



1 dieser Anfgabe dei 



„„„.Gooi^lc 



Auflösung. Weun die Drehung um die Ase der x geschehen ist, so ist be- 
kanntlich das Differenzia! einer solchen Überfläche = 27ry~[' 1 H I^J . dx^ und 
da die Gleichung der erzeugenden Ellipst ist: ^ H" ^ = A ^^ '^^ 

wenn das Integral von j; ^ o bis j^ ^ tt genommen und das Resultat verdoppelt wird. 

1) Ist nun a >• ft, so haben wir zur Berechnung einer Zone (l) des dieser A.n- 
nahme eutspreehenden länglichen Ellipsoids (L) folgende Foruielii {§ 9, e): 

/ = -^- I e j; . ya* — e» ^' -|- "* ■ «^ I) wo a* — 6' = e^ und «im a = ^ ist, 

oder ( ^ I stn a . cos a -\- a\, 

woraus sich i =2b^7i -\- 2 a^n Uar sin - ) : ^1 ] 

ergiebt, wenn h ^^ 2b*n ist, Ä t= 2a^7t und /; gleich einer der beiden gleichen 
eckigen Klammern gesetzt wird. 

2) l8tabera<;6, SO entstellt ein abgeplattetes Ellipsoid, dessen Ober- 
fläche (/*) unter Andern von Schnuse (Die Grundlehren der böhern Analysls, 1849, 
pag. 80) nach folgender für eine beliebige Zone desselben (p) geltenden Formel be- 
rechnet wird ; 

+ !''£- + ■' 



--'-^U'>'^ + ~-^'+ß^Lv{- 



WO c" = - 



Für diese letztere Formel wollen wir uns eine einfachere vermittelst der hypeiboli- 
schen Funktionen entwickeln. Wir haben in diesem Falle zn finden: \ 
^ fya* + eTi!^ dx 4- C= p, wo jetzt «"= i» — «" ist 

Nun ist (nach § 9, Nr. b) fd%. p + 1» 

Setzen wir | := — fi *l8o i^ I = -« ds^ si 



mithin I 



AoM^^-t' dx=^ p-| \a*-\-e^x^ + ~. a\ wo Sin A = % 



Da aber ex ^ ä* Sin A und ]^a* -j- e'x' ^= a* Cos A ist, so können wir auch 
schreiben : p ^=: '— Sin A . Co» A -\- A\. 

Weil das Integral für x ^ o verschwindet, so geben die beiden letzten Aus- 
drücke für X =^ a ohne Weiteres die halbe Oberfläche, daher ist die ganze Ober- 
fläche des abgeplatteten Ellipsoids: 

P = 2b*n-\- 2a*n[(Ar.Sin-):-f\ ] 

oder P = 2h'n + an' !t U Ar. T}^\ l—^ 

,,,a,.,,c „Google 
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wo ff" jrleioli einer der beiden letzten etkigen Klammem ist und wo -ff (= 2J*jr) 
iiiid h (= 2a^n) im Wesentlichen dieselbe Bedeutung haben, wie beim länglicbeQ 
Ell ipso! d. 

Der bessern Veryleicbnng wegen wollen wir aber auch beim abgeplatteten 
Ellipsoid die grösseie Ilalbiise njit a und die kleinere Halbaxe mit b bezeichnen. 
Dann haben wir uns die Drchiin-:; um h, als die Axe der y zu denken und in den 
beiden letzten Foiuiehi für l' nur die Buchstaben « und b zu veilauschen. Es ist 
dann: 



P = . 



-h 



a^n + 2b^7T ^(^Ar.Sin^'j : |] - if + A.ÜT. 



Beispiel. 
Bei der Erde ist a ^ 859,4364 und 6 = 856,5636 Meilfr, daher hat man: 
e = 70,212, log ^ = 8,91220, hg j = 8,91365, 2 b'n = 4610000 = h und 2a'it 
= 4640900 = B. 

Ar' = 0.035559 

log. Ar' = 8,65095 

log M = 9,63778 

log Ar = 8,91317 

log K = 0.00097 

k.K = 4620300 

P= 9261200. 



Ol-" = 4« 41' 10" 

log ar" = 4,22712 

log n = 4,685.i7 

log ar = 8,91269 

log k = 9,99904 

;/.* = 4630600 

L = 9240600 . 



Bei Rechnung mit siehenstelligen 
Tafeln habe ich gefunden: 
L = 9240584^ , 



§31. 



Nach Herrn Dr. Zetzsche (Schlömilchs Zeitschrift V. pag. 169) würde das 
Trägheitsmoment {T') einer Parabellinie (s), welche sich um die Parabelaxe dreht, 
mit Uebergehung gewisser Factoren (i und /, welche hiernicht in lietraciit kommen, 
durch folgenden Ausdruck gefunden werden; 

wenn man unter 2p den Parameter und unter z die Grenzabscisse versteht,*) 



Nun ist T=fr^d. 
Daher ist T = p fflp 



2), 



: und ds 



fTs» d?, d. h. mit Hilfe von § 17, Nr. 11 hat man: 
= P[-^ ^'ipT+ni - g Ar.Co. ('-it')], oder 



1 A = 



r + '- 



T =.1^ Co. A.Cotg (§)-(;,. A; 

Ein Zahlenbeispiel für 2p ^= 8,1479 und die Grenzabscisse z = 10,9783 habe ich 
in der „Beilage" zu meinen Tafeln, December 1863, pag. 4, berechnet, wonach 
T = 1277,27 (= 1363,2 - 85,931) ist. 



')J 



r beseiclineten 8te 
ers, die Worzeigiö: 



a Tbeile der Formel fiii T, gewiss a 



1 Folge 



^.v-v-^y. 



§32. 
Aufgabe. Die Länge eines parabolischen Bogens (£) zu finden, dessen Para- 
meter = 2p und dessen Abcisse ^ x ist. 

Auflösung. Bekanntlich ist B = fda. \ 1 -\- \-f^\ , oder da y* ^ 2p x ist, 
BO ist: " 

5 = »4 / ~ — — — , und mit Benutzung von § 17, I hat man: 

B= % Ppis^ix* -\-\ Ar. Sin . vera — = % \'2p x +"4i" -f^^r. Cotg -- 'j— —- 

= »Ä \'tT{2^* + 'j Ar. Co. t+l± = .4 ( + £^, 
wo t die Tangente des Parabelpunktes ist, dessen Coordinaten x und y sind, und 
■woA=^Ar. Cotg J^ öder Tg A = -^ ist. Eine Constante ist nicht nöthig hin- 
zuzufügen, da für X t= sowohl * wie auch ^ = sind. 

Nach dieser letzten einfachen Formel habe ich in der schoa erwähnten „Bei- 
lage" pag. 3 ein von Montucln (III, pag. 151) gegebenes Beispiel, wonach 2p ^ 1 
und X ■= 2 ist, berechnet und gefunden: 

B = 2,12132 + 0,44070 = 2,56202, 
während Montucla durch seine im ersten Theil nicht ganz richtige Forinel: 

B = f ,'2-7+7i + f 7.0, (^ifc^f±5) erhält, 

B = 8 4- 0,4406964 = 3,4406964. 
,. Herr Director Streblke findet nach einer mündlichen Mittheilung die Länge 

eines Parabelbogens AC=B durch folgende elegante Constmction: An die Parabel 
ACf deren Scheitel A^ deren Axe A G und deren Halbpnrameter p = AB ist, legt 
et eine gleichseitige ITypfirbel BD, deren Mittelpunkt sich in A und deren Scheitel 
sich in B befindet. Dann zieht er zur Axe aus C eine Parallele bis zum Hyperbel- 
punkte 2>, hierauf D J senkrecht auf AJ und noch A D. Bezeichnet man nun den 
Flncheninhalt des Dreiecks AJD, welcher = — ^ — ist, durchs und den Flächen- 
inhalt des hyperbolischen Sektors ABB, welcher nach § 2 = ^ z:^^ Ar .Sin — 
ist, durch S, so soll nach ihm B .p := J -\- S sein. 

Um sich hievon zu überzeugen, bemerke mau ziiYÖrdei'st, dass nach unserer 
obigen Entwicklung B.p = ^ -\-^ A ist, wobei Tg A = ^. Nun ist x = AG, 
y=CG = DJ., auch sei AJ = X. Da (■ = ^«-1-4^«^ so ist^» (»=^')/»+ 4x^p\ 
und aus X* — y» = y* folgt J* . y' = p»y» + y* ^ P* J' + (ßp x)*. Mithin ist 
^ = ^" = ^. Da ferner 7^ ^ = ~ = ^ = ^ und demzufolge Sin ^ = ? ist, 
so erkennt man sofort, dass j- A ^ S ist. 

§33. 

I. Um die Lange eines elliptischen Bogens B M = t zu finden, kommt man be- 

kanntlich auf folgendes Integral: 



: a . f'dfp.yl — e» «'»y» = a j'd^.dgi. 

° ■» .„„., Google 



Dabei wird vorausgesetzt, doss die Gleichung der Ellipse ^ -\- ^ = 1, dasa — ^ — 
= e», dass die Ordinate PM bis zum Hilfskreise nach N verlängert ist, dass der 
Winkel BON = BO D = ip genannt wird, weswegen denn — = »in ip ist, und daas 
man endlich des folgenden § wegen S tp statt )^/ — e'triwy* gesetzt hat (statt der 
gewöhnlichen Abkürzung Jyi). Der Symmetrie mit § 34 wegen führe ich noch 
statt <p sein Complement DO =: a> ein, dann hat man: 

t= — a/-^l—e^ cos (02. do}= — ah w. dm, woSm = Yl — e'.eosa^ ist. Die wei- 
tere Integration kann ich als bekannt voraussetzen. 

Für a ^= y, 6 ^= )i, y = 30*" geben Legendre's Tafeln (Eiercices de Calcul 
integral, Tome UI, pag. 377), ohne Weiteres: BM = t = 0,51204.93224. 
§34. 

Aufgabe. Man soll die Länge eines hyperbolischen Bogens T, der sich vom 
Seheitel der Hyperbel bis zu einem Punkte erstreckt, dessen Coordinaten ^ und y 
sind, bestimmen. 

1. Auflösung. Es ist dT = ]'dj:' -|- d y*, da nun ^ — ^r= 1, also dy = 

** ^ j J f^ , . ,, ■ . L-i^ al + b* X ^ 

^' ax und y» = ^ (a:* — a}) ist, so erhalt man, wenn man — ^ — =z. en, - -= tos z, 

also J'j^ — 0*^0 Sin z und da^^a Sin z. dz setzt, T ^aj }'— i-\- e^. Cos i» ,dz^^ 

a (j z .dz, wo Jz ~ i—l^^.CQ&^ ist. 

Am einfachsten geht man nun in folgender Art weiter: Man setze m — -^ und 

^ ^ &7s' '^*'"^ '^^^'• 

T^aefCosz.il -mC^dz^ae J'Cosz{l~'/,mt*—%m^t^-)i^m*^...).dz, 
oder ea ist, wenn man 

|_ Uo» 1 Cos 2* Coa i' Cot i' Cos z* J 

schreibt, ^=% m,B= '^ m% <J= um», D=~m*, F=-^m'', G=j^^m*, 

n— ^^ r 7_ ^29 g ir—_lll_ a j „ ^43t ,o 
^~ SOTS^ ' ''— 5275»™ ' ^ — ewSs'" ' ^ — 5«5h3™ 

Da nun fCos zd z=iSinz, f^-^ = w und die andern Integrale von tvi^) CtT?'" 

ohne Weiteres aus § 22 zu entnehmen sind, so haben wir: 

-^.(?+-)---»(^ + l+|c + Ä^+-)} 

Man wird aber besser thun, 

T r/e ■ o 'S'" » 'S"' ' , Sin i ^ Sin f \ T 

T = a. |^(S.,^-,I.5^-r.gj;.-*.f^.-f.j5^......j-a.a,J 

ZI] setzen und durch Differentiation zu ermitteln, dasa 

a = A+% £ + 11^0+ i^D + i44-;-J F+... 
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Obgleich die erhaltene Reihe für T schlecht convergirt, so habe ich mir die 
Mähe nicht verdrieasen liissen, darnach ein lleispiel 2ti bereclinen. Ist a = b, al^o 
e^ = 2 und m^= %, so ist: 
,1 = 0,25 
B = 0.03IS 
C=0.0078l.26 
i> = 0.110244. 14 
J?=O.0O0S5.45 
e = 0.00032.04 
ir= 0.00012.59 

/=o.ciooü5.n 

«=0.00002.13 
L = 0.00000.91 , 



2. Auflösung. In Durege's Theorie der elliptischen Functionen pag. 76, 
Nr. 45 findet sich für T folgende Formel: 



0.25 


a 


^ 0.26967,6 


Ferner sei ,r = . 


>a, also Co'i^S. 


0.01562.5 


ß 


= 0.01967.6 


Dann sind die subtractiven Theile der 


0.00293.0 


r 


= 0.00270.1 


Illeinen Klammer (kl.) exclusivc&«2: 


0.01)023.4 


s 


= 0.00156.2 


(Die eckige Klammer sei = Kl.)' 


O.0COU7.9 


t 


= 0.00099.1 


0.00491.9 


m" — 60" " 


0.00002.8 
0.00001.1 
0.00000.4 


1 


= 0.0<X)78.6 


0.00016.9 
0.00002.4 
0.00000.4 


% 10 = 0.02003 
log o = 9,43084 


0.00000.2 






0.00000.1 


o.«. = 0.28240 


0=0,26967.6 


0.00511.7 
kl. = 0,99488.3 
ioy(kl.)=9.99775 
%SinJ= 0.23856 


Kl. = 1.4407; 

% (Kl.) = 0.15857 

/oj.e = 0.1 5052 

%T = 0.30909 


0.23631 


T = 2.0374.5 








Dazu. , , 1.7231 


für a= 1. 



Da hier sin y = -, so ist y = 30»; ferner ist k^ = 
Nun ist (Legendre Taf. I, fol. c). Ferner: 

!i).»Ji:= 0,26812.72 ] hgE.ig,)- 
log B = 0.13054.09 log flif) - 



"+»' 



^»i=,i/j, also/; = /',^ y'4. 



9,70931.18, pag. 377 
9,72886.89, pag. 378 



log l = 0.15051.50 
log ^ = 0.84948.50 



äSP= l'i- 



= 1"/. 



^ojcöt^y =0.23856.06 



-0,378742 ] 
-1,9 



= 2,037622. 



(ojjif = 9,97100.40 
Demnach T = 2,291287 
1,311029 " 
0,724147 ■ 

3. Auflösung. Seite 78, Nr. 48 giebt DurSge eine einfachere Formel: 
T=ltgil,.Sip^- "A"*' (W - i-^'W- 
Hier iet tgip ^ - — T- — y. Danunzufolge derHyperbelgleichu»gl qI — (ii ^=^ /sich 
y ~ jä ergiebt, so ist tg ^ = y% Hn ip = f l, i Jp = ^ ip = QT> 47' 33", 

Nach Legendre's Tafeln, pag. 379 und pag. 380, hat man ; 

E. (67") = l/>5957.35 mit D' = 0,01321.42 und D" = — 7.00, 

F (670) - 1.30019.68 mit D' = 0,02305.23 und D" = + 12.28. 

Aber der durch Interpolation zu findende wahre Werth {W) ist: 

W -^^ a -\- b . D' -^ — g"-— D", wo a aus den Tafeln zu entnehmen ist, b ein Bruch, 

diesmal = 47' 33" = 0^,Wib, b.(t-b) = 0*',16445, D' die erste Differenz, D" die 



_.v.v-^y. 



zweite Differenz iet; und da die Correction wegen der zweiten Differenz positiv wird, 
wenn D" negativ ist, und negativ, wenn D" positiv latj so haben wir: 



:^ 1.30019.68 
+ 1826.S9 
— I .Ol 
1.31845.56 



E, (V) = 1.05957..'i5 
H- 1047.23 

-\- 58 



DeinnacK ist T = 

2,6186I5'1 
-i 0.932289!---= 2.037624. 

- 1.513280) 



1.07005.16 

4, Anfiösung. Ich habe noch T nach der Formel berechnet, welche Duröge 
auf Seite 82 unter Nr. 51 gieht; sie lautet: 

T=ltga7nu.iamu-\-"^u-lEiu). 
'P 
Doch setze ich hiebei voraus, dass schon u = 1-^ == F [ip) = 1,31845.56 und 

E (m) = fSxp.dtp = E.{ip) = 1,071,05,16 anderweitig bekannt sind. Es soll also 

'o 
nur noch darauf ankommen, ans u zu finden tgamu und iamu. 

Hiezu wollen wir uns zweier Formeln bedienen, welche ich in der Vorrede zu 
Tafeln pag. W entwickelt habe und welche lauten: 
\gv, Tg L.' + tg ji," Tg 2 L* -\- Ig v, 
'y^- l+TgL.*ti7-;^- l+lg2L*tg„* " |ir 

samu = ,'F ' + !', i f-!5„ ^ . ' t ?,*/;':„'! -^ ■ • ■ ■ = ik^.b.b'b- 

h.h' . . . bedeuten. 






iB.B'.B'' 






T, ) L.' + 1, 
wo leiebt zu ersehen ist, was die Briiclie B, B,' . . . 

Es ist L, = -p- = n, weil aus A = A' = \k auch folgt, ia£s K' = K ist, 



oder L' = ML,= 1,36437.6 
•iL; = 2,72875.2 

SU =4,0931^.8 

also log Tg L, = 9,99838 
log Tg (2 Li) schon = 0,00000 
Ferner ist v, := J^ m, also 
d. k hg o, = 0.04805,82 und 



Da nun log 



ly^, 



W 
logB: 
IcgB' : 



-. 0.38708 

^ 0,00200 
: 0,00000 



i L' = 0,68218.8 
f L; = 2,04656.4 
S L; = 3.41094.0. 
log Tg * h, = 9,96244 
log Tg ) L, = 9,99993 

" = Ä " ^> 
," = 64° 0'0;'4. 
ijj ik' = 9,92474 
liigb = 9,96382 
log b' = 9,99991 
log b" = 0,00000 



aoiatlogtgamu = log tgip = 0.3890S \ log 3 ^ = 9,S18i1 = log S am u, 
während nach der 3. Aufl. log tg Tff = 0..38907.5 und log i i/J = 9,87848 ist. 

Die kürzeste und beste Auflösung unsers Problems wird sich erst ergeben, 
wenn wir einst Tafeln für jjs. ds = E(e) besitzen werden, wenn auch nur in der 

Ausdehnung, wie wir solche tär j i<f ,dfp = E, {if) haben. 

§35. 
A u f g ab e. Ein Körper ist entstanden durch Umdrehung von AB CD um die Fig. i 
Axe Ci>, wobei J £ij ein Kreisyuadrant mit dem Radius .4 ^ = £fi = r \MiBCDE 
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ein Rechteck mit der Länge BC = a ist. Man sucht den Abstand seines auf der 
Linie CD befindlichen Schwerpunktes (g) von dem Punkte C. 

Auflösung. Es sei C F = x eine beliebige Abacisse und F H = y die zu- 
gehörige Ordinate, bestehend aas F./ = a und J H= t}. Ferner ist t]^ = 'r (2r — x)^ 
also y'^ = a^ -\- 2 a ^'Jrx — x* ~\- 2 r j: — ji*. 

fny^ .c dx 

Da nun im Allgemeinen ff = — ist, so haben wir hier: 

'o 

~ r hrx -a?^2a]'27ir^-^J\'dl 
Der Zähler ist; 



und innerhalb der angegebenen Grenzen o und r: 

— 12^ ^ 2 ~~S ' 2 ■ 

Der Nenner ist: 

= r^ — y + a^j: + a.'^2rä:~jfi {x ~ r) - 2 a.n . ar tg ^^^^ 
also innerhalb der angegebenen Grenzen: 

Demnach ist: 

9 — S ,■» + J2 a* + e a . r jr 

Für j- = 1 ^ a erhält man: g = ^'^^ = 0,56242. 
Zur AufSndung der Integrale kann miin § 17, Nr. 2 und 3 benutzen. 



Aufgabe. Ein Körper ist durch Umdrehung der Figur ABC D entstanden, 
von welcher der Bogen A B einer gleichseitigen Hyperbel mit der Halbaxe r -- BE 
angehört und der Tbeil BCDE ein Rechteck mit der Länge BC—a ist Man 
sucht auf der Linie CD den Abstand seines Schwerpunktes (G) von C. 

Auflösung. Es sei wieder (7F=-j;, FB= y = a ^ ij, wobei ij' = j:.(2r-l-^) 
ist. Da nun y^~a'-\-2a ^^ärx + x' -\-2rx-\-i^y so ist 

fny'xdx rLt-\-2rü? + a^x^2a.xi2TX^Adx 

G=i-, =' ' . 



J'Tifdx f L^ + 2rx-\-a'-i'2a]'2rx-^x^\dx 


Nun ist nach § 17, III der Zahler: 



oder innerhalb der gegebenen Grenzen =^ j^r* -] ^ + a . r' Ar . Cos 2, da 

2 Ar Coig )/'A-^Ar. Cos 2 und das Integral für r = o selbst ^= o ist 
Ferner ist nach § 17, II der Nenner: 

= j4_^^_|_a'jr + a {x^r)y2rx + ^-2a.r'.Ar.CotgV^^^. 

Eine Constante ist auch hier nicht hinzuzufügen, da der Ausdruck für .r = o ver- 
schwindet; für sc-=-r wird daher der Nenner: 

r=\r*^ 2a.r'i^-\-a^ .T — a-r" .Ar .Cos2. 

Mitbin ist 

„ _ nt^-^Ga^r-\-na.T^Är.Cü»2 

~" (fi r» + 24 o . r . )T+ ndt-12a.TAr Co» 2" 

Da nun ^r' 6'oa2 = ^' = 0,57195, also s 
ist, eo ergiebt sich für r-=-i^a 

G = g*^ = 0,61014. 



§37. 

Aufgabe. Die Entfernung des Schwerpunkts {x'y vom Mittelpunkt für die Fi^ 
elliptiscbe Fläche DCE^^f zu finden, welche vom Scheitel C der grossen Axe 
{2 a) bis zu der Linie D E sich erstreckt, welche mit der kleinen Axe (2 b) parallel 
iäult. 

Auflösung. Es ist j:' /■ = 5 /yj;rfar, oder da 1^1 "f" 1" ) = -f ist» so hat man 
x'f^=2hjx.yi — l-j dx. Setzt man noch - := J, so wird 

j-'/-=5o'6yi-V/^^''iJ=-J«'*.(^-S*)* + Oonst (nach§ 14, 3), 
oder x" f ^i a'b,{t — §*)■ , da das Integral von $ ^ ^ bis | ^ i zu nehmen ist. 

Ferner iai f =2 j'yd.c = 2 ab f]'T^^ d^ = 2ab [" - >"■ ejj ^ ^-VJ-P J 
(nach § 9,'e), oder für die angegebenen Grenzen:/^a6 lar-cosS — 5. )'i — ?* |. 
Es sei noch cos a = §, also yi — ^' t= sin a, dann erhält man ; 
.r' ;= — — ',.., , wo a ^= ar . cos - ist. 



Aufgabe. Man soll für eine hyperbolische Fläche (F) die Entfernung ihres Fig. 
Schwerpunkts (X') von ihrem Mittelpunkte 0, dem Mittelpunkte der zugehörigen 
Ellipse mit denHalbaxen aundb, finden, wenn sich diese Fläche von ihrem Scheitel 
A bis zm- Doppel- Ordinate BC^=2y erstrekt. 

Auflösung. Wir haben wieder X'.F = 2 Cyxdx und F~2 fyda; 



Da hier /^j — ^| j = 1 iet, ao ist: 

Man setze - :=|, so erhält man: 

X'F = 2a'b.ri\f^n dt uadF=2abf]f^^n d§, 
oder nach § 14, y und nach § 12: 

X' F = i o' Ä . (I' — })i und F=ab{-~ Ar Co» J + S . ]'S'—1). 
Eine Constante ist nicht hinzu zufügen, da die Integrale für .v= a, d. h. für 
; ^ / verschwinden und da sie von 4^1 bis | ^ f zu nehmen sind. 
Da nun | — Cos A gesetzt werden kann, so ist \'f — J =^ Sin A. 
Demnach haben wir: 

-V, 1 " ■ Sin A^ , j ,^ I ■ . 

-X' = — . I 1 ..- n -ii WO A=. Ar . Co» - ist. 

In der „Beilage" habe ich hiezu ein Beispiel für x^ 2a berechnet und ge- 
funden: X' = 1,6133. a. 



, Aufgabe. Die rechtwinkligen Coordinaten des Schwerpunkts n (j:'m — y 

und .t' Q^y") eines parabolischen Bogena *»m — B, der vom Scheitel m beginnt und 
sich bis zum Punkte m erstreckt, dessen Coordinaten »n^ = a; und xu ^=y gegeben 
sind, zu bestimmen. Der Parameter sei = 2p. 

I) Zunächst iet B-x" ^^IxdB, und da dB = Yl + K|| dx und y^ = 2px 

ist, BO haben wir nach § 17, U: 

oder wenn wir, wie in § 32, die Tangente des Punktes «, nämlich yy -|- {2 x)* mit ( 
bezeichnen, 

wo eine Constante nicht hinzuzufügen ist, dn das Integral für ^ ^ o, wie sich's ge- 
bührt, verschwindet. 

Weil nun nach § 32 5 ^ ^ + ^ ArCotcf ~ ist, so erhält man: 

■•' = ^¥yir^' ""'"=' ""^ ^ = ^^ ■"■ 

n. Ferner Ut TS./ = J,j dB =Jdj, if + J^i^ '^"'t/'"'' - ^, 
wenn die Normale des Punktes w, nämlich \p*-\-y' =n gesetzt wird. 

Da für X := das Integral = j— wird, so ist innerhalb der GreUiien .r = o 

und iT = ;r 

- ^ ■("'- ?■') 



,vGooglc 



31 

Beispiel. 

Es sei, wie in § 32, 2 p = 1 und .v = 2, dann ist ( = }'T8, log Cotg Ä = 0.02558, 
A' = (s'=} 0,76552, log A =^ 0,24618 und ^^ ^ = 0.027542 , ^ " + '' f = 2,2538, 
also B.a/ = 2.2263, nnd weil nach dem eben angezogenen § 32 ß=2,56202 ist, so 
hat man .t' = 0.86898. 

Da ferner « = > ist, so führt ß . y' = ^ auf y == 0,84569. 

Anmerknng. Bei Dr. E, S. Unger (Uebungen ans der angewandten Mathe- 
matik, 1830, I, pag, 371 und II, pag. 18:5) hat man a^ aus folgenden zwei Gleichun- 
gen zu berechnen : 

nnd (mit Verbesserung einiger Fehler): ___^_ 

Die entsprechenden Ausdrücke bei Sohncke (Sammlung von Aufgaben aus 
der Differential- und Integralrechnung, herausgegeben von Herrn Prof. Dr. Heis, 
1865, 2.Theil, pag. 100) sind noch langer, da statt Log . Q sie % Log.Q^ enthalten, 
wobei der Kürze wegen i—EUr. 11 — — ^^ Q gesetzt ist. 

§40. 

Aufgabe. Bei einem elliptischen Bogen M C —- t, der vom Scheitel der p 
grossen Axe C sich bis zum Punkte Af erstreckt, dessen Coordinaten CD =^ .v und 
D M = y sind, soll man die Entfernung {y') seines Schwerpunkts von der grossen 
Axe finden. 

Auflösung. Da (~\ -]- |-|j = l und dt = \dx* +dy' ist, so folgt aus 

y' .T = jydn, wenn man e = setzt, nach einigen leichten Rechnungen: 

y.T = 6 /d-cll jjj-, wo das Integral von .-(!=« bis .t = a- zu nehmen ist. 

Es sei noch — = f, so erhält man (§ 8 und § 9, e) : 

ab r 1 iio2m-\ 

wenn cos (o = ^ gesetzt wird. Die eckige Klammer erlange für die eine Grenze 

,.r — a oder S — e den Werth: — J3 I ""., ' ■ , wo also cos S2 — e ist. 

oder y' ,T = ^[(m — ä) — sin (to — fl) . cos {a> -|- ß)\. 

Beispiel. 
Es sei, wie in dem Beispiel zu § 33, a ^^ 1, 6 = jj", e = i'f , und .i- = J. Dann 
ist, nach Legendre III, pag. 342, der elliptische Quadrant ßC = £'— 1.35064.39 und 
der elliptische Bogen iJil/ = 0,51204.93, also jy/C=T = 0.83859.46. 
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Ferner ist co = 69<' 17' 42,67 und = 45". Demnach haben wir: 

CO — fl = 0,42403. 11 und da hier 180" — (lo +fi) = 90* -(p — ä) ist, so folgt: 
— «in (Ol -fl).cOi(<o + il) = + <.»(o. — fl)'. = 0,16928.11. Mithin ist: 
% (j- . i) = 9,47225.83 und y = 035375.39. 

§41. 
Aufgabe. Bei einem hyperbolischea Bogen CM^=T, der Tom Scheitel € 
bis zu einem beliebigen Punkte M geht, dessen Cooidinaten D=^x und D M=^y 
sind, ist die Entfernung (1") seines Schwerpunktes von dererstenAie^lC anzugeben. 
Auflösung. Aus y'r= /jrrfT folgt, A& yi = ^ {a? — a") und y* d T* = 
i^ dar' -j- j^ rfy ist, wenn man noch e* = — ^^ setzt, nacL leichten Rechnungen: 
y.dT ^^b. dx.y('—\ — 1 , oder indem man f für — sehreibt, 
y.dT = ~ df -i'i^^n". Mithin ist nach § 12,/: 
Fy.dT^ ^f- ^r . Co8 1 + { . Vf^"^^] 
Es sei Ar Cos f = « , also i = Gob z und y t — 1 ^ 'Stn z. 
Dann ist /^d T - ^ f- z + Sm z.Co»z'] = ^^ l—z + ^^'1. 

Da dieses Integral von a:= a bis j; = a: zu nehmen ist, so ist es auch zu nehmen 
von I = fl bis 4 = f . 

Nun sei Ar Cvs e = Z, dann ist 

und r.T^^f—ls — Z) + Sin{,-Z)Co,.(!+Z)\ 

Beispiel. 

Man nehme a = b= I, e = y2, ;F = 2a, J =2y2, an, dann ist, wie wir aus 
§ 34 wissen, T = 2,0376.23 und IcgT = 0,30912. Ferner ist: 

'' = 0,738321 j,„ (»_Z) = 0,81866.1, ("wegen « = iV 
Z'=0,.58278/ ' 'V *^ 

Da nun hg Sia («-.2) ^= 9,S28S7'| j,,„ g;,, , _ ^, ^0. (» -|- Z) = 4,4815 ist, 

% Co« («+ 2) =0.82255/ 
so ist log (Klammer) ^ 0.56382 

und weil ;«j2e = 0,45154, so ist kg Y' =-. 9,80316 und 
Y' = 0,63556. 
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Be^tiiamung des Widerstandscoefädenten 
aus Fallversuchen. 



Bezeichnen wir die doppelte Fallhöhe während der ersten Zeitsecunde im 
leeren Banine mit g', die innerhalb des Fallrauois als constant vorausgesetzte 
Dichtigkeit des widerstehenden Mediums mit D\ die des darin befindlichen 
Körpers mit Z>, so ist bekanntlich die Schwerkraft desselben im widerstehenden 
Mittel Dur g := g* , — ^— - 

0er Widerstand bei der Bewegung wird erzeugt durch das Gewicht der ver- 
drängten Flüssigkeit. Trifft eine ebene Fläche/ senkrecht auf die widerstehende 
Flüssigkeit, so kann man als den Widerstand erzeugend das Gewicht einer Säule 
der Flüssigkeit ansehen, deren Basis / und deren Höhe einer Function der Ge- 
8obwindigk«it gleich ist. Hat man es aber, wie das bei Fallversuchen immer vor- 
ausgesetzt wird, mit einer Kugel zu thun, deren grösster Qnerdurchschnitt ^=/ ist, 
dann muss i»an wegen zwiefacher Zerlegung der Kräfte nach Newton (Princ. II, 
Propos. 34, Theor. 28) als Basis jener hier in Betracht kommenden Flüssigketts- 
säale nur % f annehmen. 

Kennt man v die Geschwindigkeit der Kugel und nimmt man g' als Mass der- 
selben an, so ist - die in dem erwähnten Masse ausgedrückte Geschwindigkeit und 
<p {~\ stelle die Höhe jener widerstehenden Säule vor. Dann ist das Gewicht dieser 
n m die Masse der Kugel bedeutet, so ist die he- 
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VJ- = .,. 9L^ ,„ l'-\ w„ , den Radiu 



scblennigende Kraft ip ■= — —-^-L — ■/, . ^ " ■ ■ y \-\, 

Kugel angiebt. 

Was die ffir die Höhe zu wählende Function der Geschwindigkeit anbelangt, 
80 habe ich darüber in meiner Abhandlung: „Ueber die Bewegung schwingender 
-Körper im widerstehenden Mittel, Danzig 1350" folgende Hypothese aufgestellt: 

und aus den Pendelversuchen, welche Nevrton in der Luft angestellt hat, die 
Widers tan d sc oefSeienten 3 und 6' nach der Methode der kleinsten Quadrate be- 
rechnet, wonach: 



£)r6te Versuchsreihe mit einer hölzernen 
Kugel. 
S =0,0042965 
f = 0,77402 



Zweite Versuchsreihe mit einer bloiei 
Ku^el. 
$ = 0,0189.?8 
d' = 0,77482. 
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Nach derselben HTpothese babe ich aus Bessel's AbhandluQg: „Untersuchnogen 
über die Länge des einfachen Secundenpendels" einige Versuche berechnet und als 
arithmetisches Mittel aus 16 Versuchen mit dem langen Faden, an welchem tbeils 
die messingene Kugel, theüs die elfenbeinerne pendelte, gefunden: if ^0,00883 und 
S' t= 0,67778, worüber ich in einer Sitzung der hiesigen naturforechenden Gesell- 
schaft Auskunft gegeben habe. 

Doch wollen wir, wenigstens für dies Mal, bei den jetzt zu behandelnden Fall- 
versuchen der seit Newton herrschenden Ansicht folgen, wonach der Widerstand nur 
dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, also das kleinere d = o setzen. 
Dann haben wir: 

Poisson in seinem Traite de Mecanique, 1833, I, pag. 229 und pag. 414 und II, 
pag. 39 und 40 bezeichnet den Factor ~j- mit n und äussert sich über denselben 
folgender Massen: D'aprfes nne theorie tres iinparfaite de la r^istance des fluides 
ce nombre n seiait -g^; mais toutes les exp^riences le donnent plus petit et Lom- 
bard le fait ägal ä j^ . . . C'est ä Newton qu' est du ce premier essai sur la r^istance 
des fluides. En comparant le r^sultat de son caicul au temps observ^ de la chute 
d'une spbere qui tombe dans 1' air, d'une grande hautenr, il a reconnu qu'U faudrait, 
poor accorder l'uu avec l'autre, reduire ä moitiä la valeur pröcedente. D'aprfes 
d'autres exp^riences, faites par Borda, eette valeur doit fitre seulement r^duite aux 
trois cinqui^mes; ce qui donne ip = j^ -^1- .... Cette throne de la r^sistance 
repose sur une comparaison vague de I'action du fluide au cboc des corps, et sur 
la supposition inadmissible, qne dans ce cboc, les moUcules du fluide agissent 
isol^ment sur le mobile et nullement I'une sur l'autre. Elle est d^mentie par l'ob> 
servatiou, quant k la grandeur absolue que le caicul donne & peu pr^s double de celle 

qui r^snlterait de Texperience In ähnlicher Weise spricht sich auch J. J. v. Littrow 

(in Gehler's physikalischem Wörterbuch, 1842, 10. Band, pi^. 1733) nberNewton's 
Theorie aus, mit den Worten schliessend: „wobei er (N) aber fand, dass man, um 
zwischen der Rechnung und der Beobachtung eine Ueberein Stimmung zu erbalten, 
den vorigen Werth nahe um seine Hälfte kleiner annehtnea müsse, was allerdings 
für diese Theorie nicht sehr günstig war." Gegen diese Bemerkungen Poisson's 
und Littrow's würde sich nichts einwenden lassen, wenn sich aus Newton's Theorie 
der Coefficient (J' = 1 ergeben sollte. Es wird sieh aber bald zeigen, dass gerade 
aus Newton's Theorie 6' = i^ folgt, und dass abo nicht seine Theorie den Wider- 
stand grosser angiebt als Lombard's und Borda's Versuche, sondern dass im Gegen- 
theil diese Versuche, wonach « = jg ist, den Widerstand im Verbältniss 6 : 5 
grösser angeben, als Newton's Theorie. Hiebei mache ich noch auf den Umstand 
aufmerksam , dass Poisson der Ansieht ist, dass der Coefficient n nur durch Versuche 
zu. bestimmen sei, während diese bei Newton nur dazu dienen, um zu zeigen, wie 
weit Theorie und Erfahrung auseinandergehen. 

Es wird gut sein, schon hier, wie es die Natur der Sache erheischt, den Aus- 
druck für tft O.em von ff conform zu machen; man setze daher, indem man unter k 
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eine darcb die jedesmaligen Umstände bedingte, also oonstante Geschwindigkeit 
Tersteht, 

§43. 
Wir wollen damit anfangen, die Gesetze der Bewegung eines Körpers, welcher 
mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit a im widerstehenden Uittel senkrecht 
in die Höhe geworfen wird, aufzustellen. 
Bekanntlich ist für irgend eine Zeit t: 

dv , e» 

-dt=-^ — '^ = ~9~9-T^> 

oder — d t =- . V\i- DicB giebt: 

— I * = ar . tjT I y I + C. Da ZU ( = 0, B = a gehört, so ist C = — ar.tg ~, 
mitbin ? f =^ ar . (jr ? — ar ,tff ^. 

Setzt man hierin v=: o, so erhalt man für die Dauer des Steigens, &, den Ans- 
druck: (j? I ^ — ? und die vorige Gleichung geht in folgende über: 
1) ar tff~ ^^ {&—t) = f T, oder « = fc (jr 1 1, wo x die Zeit ist, die der Körper 
noch zu steigen hat, bevor er zum momentanen Stillstand gelangt. 

Ist femer a der beim Steigen in der Zeit t durchlaufene Raum, so hat man: 

dB =:vdt = — — . Jr^, woraus hervorgebt: 

* = — ^ . Log . I / + ]p j + C Da för v ^ a sich s = o ergiebt, ao ist 

1 + — 
2) . = ^i«j — -J, oder ^ . = i»j ^. 

Die grösste Höhe (^, ZU der der Körper sich erhebt, findet man fÜT v = a, näm- 
lich: S = -^'Loff i^'^Wi' ^'^ Benutzung dieses Ausdrucks nimmt die vorige 
Gleichung folgende Gestalt an: 

WO tf den Raum bedeutet, den der Körper noch zu steigen hat, bevor er den hoch- 
aten Standpunkt erreicht 

Setzt man endlich in dem Ansdrack :ds = vdtläiv seinen in 1) gefundenen 
Werth, 80 erhält mtuti 

d»^ k.tff^t.d{» — 'i) = -^.tg^T-df^A also 
» = —. Log . cos 1 1 tJ + C, da Itg { . d I = — Log cos § ist. 



Wbil nuB itiHi der Annahtaie t ■:= o <Xe Conataäte C eioh ^= H ergiebti, igo hat 
(^ (IT — «) = — ^051 cos i (* — 0, oder kürzer: 

^M 9 j 9 

! F*= "" Log.coa "^.f. 

Man hätte die letzte Gleichung auch ohne Weiteres »us Nr. 2 ableiten können, 
wenn man darin für v seinen Werth aus Nl*. 1 substituirt hätte. 

Setzt maa in dbn vorstehenden Gletchutrgen den Widerstand 'S' = '0, also 
jfc ^ 00, 80 eriiält man, wie sich's gehührt: 

») *=^, ' = »'■', b)S=^. = ^, c). = t.>. 



Will man aber die Bewegung ^iAes im widerstehenden Mittel fallenden 
Körpers untersuchen, so hat man vdn folgender Gleichung auszugehen: 

p^ = g^} — ^\ oäer dt = -. ^*J . Mitbin (§ 6, 35 iöt: 

t = - Ar . Tg T. Eine Constante ist nicht hii^uzufügen, da t und v zugleich ver- 
schwinden. Man schliesst also sofort weiter: 

T) Ai- Tffl = lt oder p = i Tj | t 

Den wesentlichen Inhalt dieser Gleichung und der entsprechenden ersten 
Gleichung des vorigen § liat, wie Mossotti in dem oben erwähnten Werke ,pag. 5 
in Erinnerung bringt, schon Newton in seinen Princ. II. prop. 9 durch eine geome- 
trische Construction gegebeu. 

Da die hyperbolischen Tangenten, 'analog den cyklischen Siims höchstens = 1 
werden können, so wird die -grösste Oeschwindigkeit, welche der fallende Körper 
im widerstehenden Mittel annehmen kann, gleich k ^^ ^jt, p , -^ sÄn. 

Streng genommen, wird diese grösste Gesch^ndigkeit erst eintreten, wenn 
i ^ CO geworden ist. Weil aber, wenigstens bei fünfstelligen Bechnungen, die hy- 
perbolischen Tangenten von Aren (£) über 4,74 = Z hinaus ebenso wenig mehr 
merklich wachsen, wie die cyklischen Sinus von Area (m) etwa über 89"* hinaus, so 
-kann man auch si^en, dass die Geschwindigkeit beim ]<^all der K%i'p4)r'in'einem 
Medium nicht mehr merklich zunehmen werde. Wenn eine Zeit T Verflossen ist, 
welche = - Z ist, so dass also schon nach T ■^ -ZZeltsecunden die Geschwindig- 
keit des fallenden Körpers keine merkliche Beschleunigung mehr erfährt, sondern 
gleichförmig zu werden 1>eginnt, Lässt inan nun gar, wie ich es später thun werde, 
Z = 8 werden, so wird beim weitem Fallen die Geschwindigkeit lelbst 'in dtr 
7"° Stelle nicht mehr wachsen. 

Den Ztisammenhafig xwisolien dem dnrcMaufeiien Raütu (s) nnddtir Ge- 
aobwindigkeit (v) findet man bekanntlich durch folgende Becbnntig: 

Aus da ■= vdt =—. ^-^ erhält man; 

,,,3,,,c „Google 
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II) « ^ — -^.Loff (l — ^l. Auch hrer ist keine Constante hinzuzufügen, da für 

V =^ auch s ^ wird. 

Nimmt man an, dass der hier betrachtete fallende Körper derselbe ist, welcher 
vorhin mit einer Anfangsgeschwindigkeit a sich bis zur Höhe ;= H erhob, bo Hegt 
die Frage nahe, welche Endgeschwindigkeit (a,) der Körper erlangen werde, nach- 
dem er durch den Raum H wieder herabgefallen sein wird. Die Beantwortung 
dieser Frage geben folgende Gleichungen : 

Danttel} ist a,' = s, alao stets a, ■< a. 

. . ' + i- 

Am wichtigsten für uns ist beim Fallen der Körper der upmittelbare Zusam- 
menhitwg zwischen Kaun^ und Zeit Wir erhalten dteset) Zusammenbang durch die- 
selbe Differentialgleichung: da := v . dt, we^o wir darin aus I) für v seinen Werth 
QDtnebmqn. danach ist: 

de=^j.Tgl i.dC|AundaiitHafoTon §6, Nr. 11: 

m)»~ J.Log. Cos fi^tV 

Weil ( und » zugleich Null werden, so ist keine Constante nöthig. 

Denselben Werth für s würde man auch aus II) erhalten haben, wenn man 
dariu für » seinen Werth aua I) gesetzt hätte, indem 1 ~ Tg z' = See z' = t^-j ist. 

Da für kleine hyperbolische Aren Tgz = z und Log Cot z ^^ -j ist, so findet 
man aus den obigen drei Formeln, wenn man i=^oo setzt, mit der grössten Leich- 
tigkeit für den Fall der Körper im luiUeeren Raum die bekannten Gleicbangea : 
A)t. = ^'.(, B)a = ^, C)a = ^.t\ 

Der Uebersicht wegen stelle ich die wichtigsten Wertbe för's Steigen und 
FftUeifc der Körper im widerstehende^ IU[ittel iu8a,vimen: 



fWn&ttiSfmt 



fJu^iFlOi« 



JeUtt 



Sauti 



3) a== — j Log. cos ^t\ 

Aus der letzten Formel in der mit „Sonst'* überschriebenen Rubrik bat 
]f><^t«aon (I pt^. 244), für den F^ll, dass k im Verbältniss zu g t sehr klein ist, deu 

NäberQSgnwertb: « = itt Log. 2 abgelötet, auf welchen ich später zurüok- 

koBune. 



l)'-i.Tf{lt) 



I T 

UI). = ?.L.y.C<..(f<)=|f Loj'- 



+ « 
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§45. 

Zunächst will ich nach den vorstehenden Formeln unter der VoranssetzuDg, 
dase der WiderBtandscoefHcieot S' schon anderweitig bekannt geworden ist, einige 
Beispiele berechnen. AU erstes Beispiel wähle ich aus Muncke's Anfangsgründen 
der Naturlehrc I, pa>r. 60 einen Versuch, dessen Data ans Hutton's Ck>ur8e of math. 
III. 272 eotnottimen sind: „Eine eiserne Gescbützkugel von 1,05 Pfund avoir du 
poid Gewicht stieg bei einer Anfangsgeschwindigkeit von a = 2000 engl. Fuss nach 
einer Formel Hutton's, wonach H = 1^0. d. log | ' ^ |^ ~4-l'j ist, nur ff =; 2920 

engl. FusB, statt dass sie im vacuo 11 mal so hoch gehen würde." (Die Angabe 
„2920 Fuss" ist wohl falsch, da bei der angegebenen Anfangegeschwindigkeit die 
Kugel im Leeren 62157 engl. Fnss steigen würde; vielleicht ist dem Original zu 
Folge 2920 F. nur etwa die halbe Steighöhe. In Hutton's Formel ist d = 2r; ob 
aber unter dem Logarithmen der briggische oder hyperbolische zu verstehen ist, 
geht aus Muncke's Angaben nicht hervor.) 

Wie man sieht, ist der Radius der Kugel nicht angegeben und da ich nicht 
wage, ihn aus Benzenberg's Werk: „Versuche über die Umdrehung der Erde 
pag. 523 zu entnehmen, wonach 2 r =; l .965 engl. Zoll (also r = 0,0795 pr. F.) sein 
könnte, so bleibt nichts übrig, als ihn aus dem Crewicbt der Kugel zu bestimmen. 
Weil ich übrigens beabsichtige diesen Versuch mit den folgenden in Vergleich zu 
stellen, so werde ich die mir nothwendigen Data nach preussischem Maas und Ge- 
wicht ausdrücken. 

Wenn ein Beriiner Pfd. = 468461,2 MilHgr. uhd ein Pfd. avoir du poid Ge- 
wicht = 453614,6 Milligr. hat, so wog die Kugel 1,0167 preuss. Pfd. Rechnen 
wir 1 Kubikfuss Wasser zu 66 pr. Pfd. und setzen das specifiscbe Gewicht des Eisens 
7,78, so folgt aus ir' tt. 66.7,78 = 1,0167 der Radius r = 0,077898 preuss. Fuss 
= 0,934776 pr. ZoU. 

Ist ferner der englische Fuss = 0,97 1 1 pr. F., so war die Anfangsgeschwindig- 
keit a ~ 1942,2 pr. Fuss. 

Die ^Schwere im luftleeren Raum / setze ich = 2.15t pr. F. und das Verfaält- 
nisB der Dichtigkeit der Luft zur Dichtigkeit des Eisens nach Euler's Mechanik 
= 1 : 7500, so dass §' = ^ und j? = 2.15,625 . ^ = 31,245834 und log g 

= 1,49479.21 ist. 

Nimmt man nun noch mit Newton i' ^ % a», so hat man: log k* ^ 4,98838 

nnd log (^\ = 3,19256. Demnach giebt die obige Formel unter Nr. 2: 
S = ^Log.(l + J), da ^ = 38,744 und log Log 39,744 = 0.56615 ist, die ge- 
suchte Steighöhe H = 5737.3 pr. Fuss. Und da die Steighöbe im Vacnnm (nach 
§ 43, () c :=: K-; = 60361 pr. Fuss sein würde, so wäre sie im luftleeren Raum 
Q^ 10.521 mal grösser als im lufterßillten Raum, ein Resultat, welches mit Hutton's 
11 ziemlich gut übereinstimmt. 

Wegen des beabsichtigten Vergleichs mit einigen andern Beispielen denke ich 
mir, dass Hutton's Kugel nur S^ 4443 pr. F. steigen soll. Dann mÜBSte nach 
den obigen Formeln die Anfangsgeschwindigkeit a = 1260,5 pr. F. betragen und es 
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würden zum Steigen ^ = 13;363 Seunnden gehören. Fiele die Kugel wieder den 
nämlicheo Weg herunter, so würde dies in &, = 21,014 Secuoden geschehen und 
sie käme zu dem Ausgangspunkte nur mit einer Endgeschwindigkeit a, = 302,88 
pr. F. an. Die grösste Geschwindigkeit, die sie beim weiteren Fallen in Luft über- 
haupt erlangen würde, ist k ^ 312,02 pr. F. Weil die Kugel bei der angegebenea 
Anfangsgeschwindigkeit im luftleeren Raum in t' = 40" ,335 Seounden c = 25420 
pr. F. steigt, so würde jenes oben berührte Verbältniss zwischen den erreichten Höhen 
im luftleeren und lufterfüllten Raum nur Q =; 5,72 sein. 

Wenn die Kugel im luftleeren Raum 4443 F. steigen soll, so ist »~»'r= 16,86274 
Secunden und a = a, = 526,9608 Fuss. 



§ 4& 
In den Petersburger Commentarien, Tom. 11, 1729, pag. 338 finden sich Ver- 
suche, mit Geschützkugelu von General Günther angestellt, angegeben, von denen 
Daniel BernouUi berichtet; ex quihus apparebunt stupendi effectue, ([uos aer in Cor- 
pora gravitatis specificae octies millesies fere majoris esercere valet. Doch ent- 
nehme ich von daher nur den Durchmesser der bei den Versuchen angewandten 
eisernen Kugeln, welcher 23»/« Hundertel eines englischen Fusses betragen hat, und 
richte mich im Uehrigen nach Euler's zum Theil schon angegebenen Angaben, 
welche sich in seiner Mechanik § 457 vorfinden. Euler's Rechnung, auf welche ich 
später eingehen werde, ergiebt, dass diese Kugel in der Luft zu einer Höhe von 
H^ 4443 pr. FuBB steigt. Danach ist: 



= 3,04. 



r ^ 0,1153181 pr. F. a ~ 919,39 1 * = 14",32745 c = 13524 
loff k' = 5,15874.96 a, ^ 350,89 ^, = 19",656 f = 29",421 

k = 379,64 I 

Nach Daniel Bernoulli, der von etwas andern Angaben ausgeht und bei dem 
z. B. ^ = s^g ist, erreichte die Kugel eine Höhe von H =; 4550 engl. F. (=; 4419 
pr. F.) in > = 14,37 Secunden und fiel dann in S; = 19,63 Secunden herab. Im 
luftleeren Raum würde sie nach seinen Rechnungen ^ ^ 29 Secunden gestiegen 
sein und eine Höhe von c ^ 13694 engl. F. (= 13298 it. F.) erreicht haben, so 
dass nach ihm Q = 3,01 ist 

§47. 
Bei einer eisernen Kugel, deren Radius r = 0,45 pr. F. ist, ergeben sich, wenn 
dieselbe H= 4443 pr. F. senkrecht in die Elöhe geschossen wird, unter den früheren 
Voraussetzungen, die beim Steigen und Fallen besonders bervortretenden Zahle» 
folgender Massen: 

loa k' = 5,75006.46 [ a = 599,16 1 * ^ 16",17941 1 c = 5743,8 



* = 749,94 a, ^ 468,11 9, = 17",566 (' = 19",173 



Q-- 



§48. 
Um noch deutlicher zu ersehen, welchen Einfiuss die Grösse der Kugel unter 
den schon bekannten gleichen Umständen auf den Quotienten Q hat, als es ans den 
vorigen Beispielen erhellen möchte, wähle ich ein Beispiel, welches sich in Herrn 
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Forti's schon erwähntem Werte pag. 45 vorfindet und welches r= 1 Meter Toraus- 
setzt. Da der Meter = 3,1862 pr. Fuaa hat, ao würde diese Kugel, welche gleich- 
falls von Eisen aDzimehmen ist, fiSöTI pr. Pfd. wiegen. Bevor ich sie aber mit den 
drei vorigen Kugeln wegen Q in Vergleich stelle, will ich die Rechnung des Herrn 
Forti erst an und fär sich einer Prüfung unterwerfen. 

Wie Herr Forti mittheilt, sind die einfachen Gleichungen über den Fall der 
Körper im widerstehenden Mittel, welche ich in § 44 entwickelt habe, schon 1849 
von Mossotti in seiner Mcccanica razionale aufgestellt Nur hat g und y> beiMoa- 
sotti einen etwas anderen Werth, als bei mir. Während bei mir g = g' . ~i ist, 
setzt Mossotti g ^ g' , jfT-fK,, wobei nach Poisson i = »4 ist. Ich werde Mosaoiti's 
g mit g, bezeichnen. Ferner statt xfj =: %. S' --ß — e* nimmt er mit Poisson %p ^ 
'/» . ^ 1 ^'"' "*" " ■ . /j.ry "' = V'' ^^j ^0 Y «o constanter Coefficient ist, der die unmittel- 
bare Wirkung der widerstehenden Flüssigkeit auf den Körper angiebt und wo die 
Zahlen n, und n' von der Einwirkung der flüssigen Fädohen auf einander abhängen 
und dadurch allerdings auch einen Etnfluas auf die Bewegung des fallenden Körpers 
haben. Da indess in der Ausführung Herr Forti den Ausdruck ^.(n, -j- «') ^ V« 
setzt, „come usano gl'idraulici", so kommt er, wie man sieht, dadurch auf unsere 
vorläufige Annahme, nach welcher ij' = '4 ist, zurück. 

In Folge der verschiedenen Auffaaaung über ^ und yi hat auch k^ bei ihm einen 
etwas andern Wcrth, Während unser k' = -^ g.r -^ war, ist das seinige, wetcbM 
ich mit A,* bezeichnen viW = -~ g' .r . {^ — 11. Erlaube ich mir indessea statt 
g zu setzen g'.il — ^j, so würde dennoch A* = i,* sein, so dass also ia der Praxis 
der Unterschied zwischen k und h, meistens aur unbedeutend sein dürfle. 

In dem Beispiel des Herrn Forti wird vorausgesetzt, dass die eiserne Kugel 
von 1 Meter Badius 15 Secnnden Zeit gebraucht bat, um den Erdboden zu er- 
reichen, und es wird die Frage aufgeworfen, durch welchen Raum sie in dieswZeit 
gefallen ist. 

Damit der Leser leichter beurtheilen könne, ob und wo Herr Forti oder ich 
sich verrechnet haben, stelle ich unsre Rechnungen nach Mojsotti's Formel: 
a ^ -^ I.Off . Cos r t neben einander : 

Herr Forti denkt sich den Versuch unter dem Aequator angestellt und setzt 
daher / := 9V8078; ausserdem nimmt er Z» = 7,778 und D' = 0,001293187 an. 

Da nun 



Demgemäse erhalt er g, := 9'",77834. 



wofür H. Forti angiebt: 

log {^-^\ = 4,50679.94. 



j{^-l\ = 3,77913.44 
log g' = 0.99037.35 
log {~\ = 0.72699.87 , also 

log k,^ = 5,49650.66, ausserdem 
log g, = 0.99026.52 i st, so finde ich: 
log ('^\ = 4,50624.14, 
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Dafür hat H. Porti: 

f ( = 0.2617124 ^z 

Wegen der oben beschriebenen Ein- 
richtung seiner Tafeln hält er es jetzt für 
nötbig, im zweiten Theil seine« Wer- 
kes zu diesem hyperbolischen Sektor z 
durch Interpolation den entsprechenden 
transcendenten Winkel w zu berechnen, 
wo erfindet: o)= 14*>49' 36",48uiid dann 
im ersten Theile des Werks durch eine 
neue Interpolation zu diesem w sich log 
Co» z au Terscbafien, wbei er findet; 
log Co» z = 0.014708. Wäre er aber von 
log It^I ausgegangen, so hätte er sofort 
durch einmalige Interpolation ohne Zu- 
ziehung des w im ersten Theile seines 
Werkes log Cos z gefunden, während ich 
mir erst aus log z vermittelst log M den 
Werth Too z" verschaffen niuss, am zu 
log Cos t zu gelangen. 

Nua übefsieht B. F., daas in der 
Formel für t nicht vom briggischen, 
sondern vom hyperbolischen Loga- 
rithmen von Coi z die Rede ist, er nimmt 
daher ohne Weiteres %. 0,014708, wel- 
cher =8.16755.36 ist. Und da nach seiner 
Rechnung log i^-^ = 4,50579.1^4 ist, so 
hätte er log », = 2,67435.30 und «, = 
472,''4468 erhalten müssen, er findet aber : 
«, = 4&7,'"422 und schliesst: ehe sai-i 
prossimamente lo epa>aio .... Uo detto 
per «pproesimazione, poieh^ y ■ (»» + »•') 
=^ Vi che soddisfa abbasiMtzaper l'iuiae 
□na palla di vetro cava di cinque pollici 
inglesi, noi l'abbiamo posta per la nostra. 

Da, wie gesagt, hg &, = 2,67435.30 
ist und ausserdem log M = 9,63 7 78.43 
ist, so würde log s = 3,03656.87 

und $ = 1Ü87'",849 

sein', wenn sonst keine aadern FeUer 
vorgefallen wären. 



Weiter ist: 
logt — 1.17609.13 
log g, = 0.99026.52 
log U\ = 7.25174.67 

log C^\ = ».41810.32 und 
^^ = 0.26188.05 = z 
Nun ist z' = Uz^ also erhalte ich 
2' =0,11373.33 

log Cos z — 0.01472.6 und 
log.{logCosz)= 8,16808.48. 
Dazu %(^')= 4,50624.14 

und log {~\ = 0.36221.57 
log s = 3.03654.19 
8 = 1087,"'782 
Da dieses Resultat mit dem gegenüber- 
stehenden ziemhch übereinstimmt, sosieht 
man, dassdie erwähnten andern Fehler 
eich zufälliger Weise fast neutralisirt 
haben. (Es ist nämlich die Differenz zwi- 
schen dem Unterschiede unserer beiden 
fo^ /-^\ und dem Unterschiede unsrer 
beiden lag {Ug Cos z) nur Ü,00002.68> 

Ich will noch die Berechnui^ des 
Betspiels nach meiner Formel: 
( = — . Log Cos I ( 
augeben. 

U>gg=. 0,99030.13 
log P-pi = 0.72699.87 



% ( 



i = 3,77920.66 



log i» = 5.49650.66 (= V) 
log ('^\ = 4,50620.53 

log (l t\ = 9^1813.93 = U>g z 

log z' = 8,05592.36 

z- = 0.11374.28 

log Cos z = 0j014728 

logilogCosz) = 8.16814.38 

log (^\ = 4.50620.53 



log 



{og's = 3.03656.48 
g = 1087,"'839. 
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Im luftleeren Räume würde dieae Kugel in der angegebenen Zeit 1100",338 
fallen, also nur 12*4 Meter mehr als im lufterföriten Räume. 



Nunmehr wollen wir uns wegen der beabsichtigten Vergleicbung mit den frü- 
hem drei Kugeln die letzte Kugel, deren Radius r = 3,1862 pr. P. ist, durch 
irgend eine vulcaniscbe Kraft 4443 pr. F. hoch geschleudert denken, und wie in 
§ 45 bis § 47, log g = 1,49479.21 und ^ = j^ annehmen. Dann erhalten wir durch 
unsre in § 44 für's Steigen und Fallen zueammengestellten Gleichungen folgende 
Resultate: 



? A' = 6.60012.50 I 
k = 1995,549 



= 536.245 I 
, - 517.87 



: 16,76605 I e = 4600,8 i 
= 16,962 *' = 17",159 



Q = 1,04. 



Unter der Voraussetzung, dssa die vier erwähnten Kugeln dnrcb senkrechtes 
Steigen vermöge einer gewissen Anfangsgeacb windigkeit alle ein und dieselbe Höhe 
von fi"= 4443 pr. Fuss erreichen sollen, und dass für alle Kugeln g' = Sl% pr. F, 
D' ^^ reÖÖ "^^ ^^' Widerstandecoefficient rf' := % angenommen wird, ergeben die 
zur Vergleicbung geeigneten Resultate der vorigen §§ folgende 



Badius in 
pr.F. 


a 


Secu 


nden 


"» 


k 


Vac 
c 


uum 

t' 





0,077898 
(Hutton) 


1260,5 


13,263 


21,014 


302,88 


312.02 


26420 


40",338 


5,72 


0,11631812 
(D. BomonUi) 


919,39 


14,327 


19,656 


360,89 


379,64 


13624 


29",421 


3,04 


0,45 


599,16 


16,179 17,666 


468,11 


749,94 


5743,8 


I9",173 


1,29 


8,1862 
(Fort!) 


536,24 


16,766 


16,962 


517,87 


1996,66 


4600,8 


17",159 


1,04 



WO a die Anfangsgeschwindigkeit ist, mit der die Kugeln in die Höbe geschleudert 
werden müssen, um die Höbe von H = 4443 pr. F. zu erreichen, d- die Zeit an- 
giebt, die dabei verflicsst, &, die Zeit, welche die Kngeln gebrauchen, um wieder 
bis zur Ausgangsstelle herabzufallen, a, die Endgeschwindigkeit, mit welcher sie 
daselbst anlangen, k die grösste Geschwindigkeit, welche die Kugeln beim etwanigen 
weiteren Fallen überhaupt erlangen können, c die Höbe, zu welcher sich bei der 
jedesmaligen Anfangsgeschwindigkeit die Kugeln im leeren Raum erheben würden, 
t' die dazu uÖthige Zeit und Q das Verhaltniss zwischen ,ff und dem zugehörigen!:. 
Es wird gut sein, des leichtern Vergleichs wegen noch zu wiederholen, dass 
wenn die Kugeln im luftleeren Raum 4443 pr. F. steigen und dann fallen sollen, 
a = a, =526,9608 und » — », ^ 16",86274 sein müsste. 
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§ 51. 

Ich gehe sm einer Aufgabe Euler's über, welche in dessen Mechanica § 450 
TOrbommt und auf die ich schon in § 46 hingedeutet habe. 

Die Aufgabe lautet: Ans der Zeit ©, in welcher eine aus B aufwärts 
geworfene Kugel in einem nach dem Quadrat der Geschwindigkeit widerstehenden 
Mittel wiederum nach B herabfällt und aas der absoluten Schwerkraft G die Höhe 
BA zu bestimmen, zu welcher der Körper gelangt^ ferner die aDfängliche Ge- 
schwindigkeit in B und die endliche (finalem) nach dem Herabfallen ia B, so wie 
auch die Zeit des Aufsteigens durch B A und die Zeit des Herabfallens durch A B. 

Zur Erläuterung der Aufgabe iubre ich an, dass es Euler bei der celeritas initialis 
und celeritas finalis nicht um unser a und a, zu tbuu ist, sondern bei jener um 
c =■ altitudo generans celeritatem in B qua corpus ascendit oder deutlicher altitudo 
debita celeritati qua corpus aecensum incboat und bei dieser um e, = altitudo ge- 
nerans celeritatem qua decidit in B oder altitudo debita celeritati qua corpus dela- 
hitur, wo also c = ö-? und c, = j-, ist. Auch versteht Euler unter (sollioitans 
potentia absoluta uniformis) weder unser jr' noch g, sondern ~, ^= — ^ — = fcn^ 

Endlich habe ich noch, bevor ich zu Euler's Auflösnng der vorstehenden Auf- 
gabe übergehe, von dem zu sprechen, was er den Exponenteo des Wider- 
standes nennt. Seine Erklärung (§ 576) lautet: Der Exponent des Widerstandes 
ist die Höhe, welche derjenigen Geschwindigkeit zukommt, bei der der Körper, 
wenn er sie hat, einen der Schwerkraft gleichen Widerstand erleidet") Ich werde 
diesen Exponenten mit h bezeichnen. (Bei Euler steht dafür k). Nun drückte in 
unserer obigen Formel (§44): j^ = ^ — ^ jL-, j; die Schwere und g -^ den Wider- 
stand aus; die Geschwindigkeit v also, von der in der Definition die Rede ist, muss 
so bescbafien sein, dass ^ p- ^ <7, oder « = £ ist. Wenn vrir nicht schon wnssten, 
dass k die grösste Geschwindigkeit ist, welche der Körper beim Fallen in einem 
widerstehenden Mittel ron constanter Dichtigkeit jemals erlangen kann, so könnten 
wir zu dieser Einsicht durch die blosse Ansicht der voranstehenden Difi'erential- 
gleichung gelangen, da ^ nicht negativ werden kann. Doch ist h nicht etwa, wie 
man nach der Difinition erwarten sollte, ^ -rr-n sondern = i;— zu setzen, wovon 
man sich durch den Schluss des § 55 und durch g 58 Überzeugen wird. Und weil 
Euler es für gut befunden hat, h nicht in rheinl. oder pr. Füssen, sondern in 
Skmpeln, deren 1000 auf einen Fuss gehen, anzugeben, so ist hei ihm 

i=1000.| = ä^.g,r.lOOO. 
Für das bald nachfolgende Zahlenbeispiel setzt Euler h ^^ 2250000 Skrupel, daraus 
lisst sich ermessen, welcher Werth für i' ihm zufolge anzunehmen istj nämlich: 
,, „ D 1000 40 

Zwar hat Enler in dem Beispiel den Radius der Kugel nicht angegeben, da er sich 
aber, 'wie schon in § 46 erwähnt, auf die Petersburger Commentarien bezieht, so 

*) Im Original steht: Eiponena resisteDtiae eit »Ititado debita celeritati ei, qnaiu si corpiu habet, 
lesietentiani patitat aeqnalem n gravitqtü. 



haben wir r = 0,1153181 pr. F. zu setaen, wonach aus seinen Annahmen folgen 
wnrifc^ daea S' ^ 0,512525 ist 

Um die folgenden Focmela. zu verstehen, muss man uieb noch betohten , dasa 
Euler als Zeiteinheit nicht die Sacunde^ sondern ihren 2508ten Tbeil gewählt hat, 
worOber er sich § 223 ausspricht. 

Nach diesen Vorbereitungen gebe ich andeutuog^weäse Euier's Auflösung dea 
obigen Problems. 

Durch § 445 mit § 427 erhält er folgende zwei Glcichungeo: 

» = 2 >! .™,tj y^- 1, », = 2 vj L<,s.()/^ + y ^- 1) 

wo & und 9, die uns schon bekannte Bedeutung haben und x die gesuchte Höhe 
AB ist 

Aus denselbigen entwickelt er die Reihen: 



», — » 



-*y% 









~Jh'e 672 A» ' 
Dann findet er vermittelst Umkebrung der ersten Reihe: 



Vö, 






nnd indem er diese Reihe quadrirt, gelangt er zu folgendem Ausdruck: 
_ 0.9* G*.e* , Q*. e'° 

Nachdem' er auf diese Weise x gefuadei 
» und »,. 



) hat, geben ihm die beiden ersten Reihen 



Um endlieb c und c, zu erlangen, bedient er sich zweier Gleiehun^en ,. welche 
er § 445 und § 420 aufgestellt hat und welche lauten: 

c^ G.h.\e'- \) und c, ^ 6h (l - e */ 
Als Zahlenbcispiel benutzt Euler einea Versuch Güetber's, von dem schon in 
g 46 die Rede wa>. Danach fiel eine aas einen Geschütz empor geworfene eiserne 
Kugel nach 34 Secnnden zur Erde zurück, so dass nach der Einrichtung der vor- 
stehenden Gleichungen © = 8500 zu setzen ist Dase h = 2250000 Skrupel und 
6 =. j^jr, ZU nehmen ist, habe ieh schon angefahrt NatärKcb erhält man x zn- 
nävhst in Skrapaln aueg^irückL Den Erfolg der Beohnoiig mit diesen Zahlen 
«teUe ich' I) ameh Euler, 2) nach seinem Uebcraetz«' Herrn Prof. Dr. Wolfers, I, 
pag. 425 und 9) wie er sieh bei mir ei^eben hat, nebeneinaader. Es ist: 



9 yG 

9*.g* 1 

" 2». 3. JA* ' 
,g* 

Also yf 



+ 



n = 



■ukUei 


uetlMfe» 


1.418572 


1,41«58 


- O.OU88 


- 0,01194 


+ 0.0007477 


+ 0,00076 


1.406439 


1,40540 


2108,15» 
4443 


ai08,l 
4441,1 



1,41657S 

- 0,011884 

+ 0,000747.7 

1,405436 
2108,154 
4444,812 ilMial.F. 
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Nun bezeichnet Euler mit d die Aazabl Secund«n, um 'wel(A« die Diederstoigud* 
Bewegung länger dauert als die aufstei^nde, nnd giebt der obigen Gleichung fOr 
9, — » folgende Geetalt: 

Er Sudel hier VJ- = J|J was = 1,405333 wäl-e, et«« seiner obigen Angebe 1,405439. 

Ferner ist 1) neoh Buler: 2) n»cb Wolfers <fiir 1^ = 1,4054) ; 

dx erste Glied der Keihe = 0,9913 0,9253 

da« «weite = - 0^01893 — 0,0161 



Also 260 d.Tj =0.97237 

und ■1 = 6" '80"' =B",83 



Mithin * = 14",08 

», = 19",92 



14",27 
19",73 



Bedentender sind die Unterschiede in der Bestimmung des c und c, bei den 
beiden Rechnern hervorgetreten; während Euler <;= 15542 und 0, = 1969 Fuss erhält, 
Bndet Wolfers: « = 13967 und c, = 1938. 



§58. 

Da 'die 'mitgetheihen Reiben Euler'e offenbar zu wenig Glieder 'haben. Um ein 
einigermassen genaues Keeukat aus ihnen ableiten zu können, und da ich ausserdem 
eine Controll« dar Torigen Rechnungen Trüascbte, >80 entschloss ich mich, die 
obigen Formeln 3) und III) in § 44 gleichfalls in Beihen zu 'verwandeln. Diese bei- 
den Gleichungen, welche fiir unscrs 2ireek lauten: 

— ~ fl = Log cos ~- ■# und -?j fi" = Log Cos 4- 9,, bringe ich, 

indem ich ^^ J? = .S und j^ 9- = T, j- », = T, setze, auf 

folgende Form: (r~ ^ ■= '€01 -T unde® i= Co» T,iind leite ansden letztem ab: 

sin l-g-l = '-—4 ""J "St't'iy) ^= ' — w^~, oder 

. /T^\ }~ ' 2 y 2^6 2t ^ 120 720 ^ 5040 J 1 

"" Uj |_ l/S- / S , S S> S- , 79.S« S.S- TI.S- \ _ rf 

(— ' 2 V 4 "T e« JSS ■!" 55730 ~ 40960 ' l3S86m ~' 7 ~ '} 

und f yr /", . S , S» , S- 8' S- . S" , \4 ^ 

/T\]— 'T y + 7 + 'S +M + 12Ö+ 720 + mö + --) - 1 

l^/ |_ T/S" A J.S 4. =^ j ü 4. ™.S' , 3-S- 1 71 S- , \ _ „, \ 
I — ' ü \^^ -t- T T" 96 ^ 128 ~^ 92160 + 40960 + 12^36304 +■•) — " ! 



8in 



D« nunj = r+ y + -jj- + -jjj + JJ32 + -jjjj + ^jjjj + .. 

und nach meiner Abhandlung über die kubischen Geichungen pag, 54 : 
T, _ m W' 3 W 5 W^ - 35. W* 63 W» 231 B '" 

7~ ""~X + T5 37r + 1733 SS«" + 'WiT ~ "i 



„„„.Cooi^lc 
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so erhält man nach den nöthigen ZwischenrechnaDgen : 

(L — V^ {\ —1 L — J^ ^ — IL- ^9.5' j 79 S* \ 

2 ^ ' I \ fi "r 120 "1 336 5760 2*.S.9.H + 2«>:5"5.'7.9."73"7 
T, _ i/S" /, S S» S» ^ t Jg.S' j 'S^S* \ 

2 — '^ y^'^e '>' m~ ^ ~ sm) + 2f.5'.9.ii "•" ä*.3:s.7.9.i3---}- 

f T + T - 4 Vi -U ^ y^ - ^* V"^ -U 79.S« ys \ 

Mith' -f. J^^^^"^ 7«Ö'T"I" 2'. 3. 5. 7. 9. 13 '^T"- I 

" " I x _ T - M Vi _ ^ V^ _L »-^' VI / 

\^M, ' — 3 ' -j 8i ' 2 ~^ 3*.5.9.11 ' 2 / 

** " I» * _ « S-^ V"^ 9'B'-l/~B 19.g> g> yS j 

(*' — * - ^» ^^ '27 - sT** '27 + 2».5.9.il.k» "Tg--" ] 

Vergleiclit man diese beiden Reihen für 6 und ^, — # mit den entsprechenden 
Reihen Euler's im vorigen §, so sieht man, dass sie in einander übergehen, wenB 
man ^r = j, A = 7- und G = g annimmt. Damit soll natürlich oicht gesagt sein, 
dass zwischen den bezeichneten Grössen -wirklich eine Gleichheit statt findet; im 
Gegentbeil, wir wissen ja, dass x = H, h ^=^ 1000 . 5— und G^-, ist. Das etwa 
hierin Auffallige verliert sich, wenn man sich erinnert, dass Euler von andern Ein- 
heiten des Eaum's und der Zeit ausgeht, als .denen, die heutiges Tages gebräuchlich 
sind. Demnach würden die entsprechenden Reiben Euler's mit Hinzuziehung der 
von mir gefundenen Glieder also lauten : 

(o _ 4 Vz 1 '* V- 

. >-'-V? = ^V|- 

Ich habe nach Euler's Vorgang die Reihen für & umgekehrt und für seine 
Auffassung erhalten: 

/ _ yö ß _ ff^Q-e* . G*. yö.ef 109. o: yö:s" ,. 

yj; — ^ V 2'*.3.5.lfi "T 2^.3.5. h* ?" .?• 7.t3ff'"" ' 

Durch Quadrirung derselben finde ich: 

■^ " ~s*~ 2<'.3.5.k' "•" ^r^Tär*« 

Für meine Bezeichnung hat sich ergeben : 

a — -^ 2xij,s.k' "r is".3f.^j? ~ 
Demgemäss erhalte ich nach Euler's Aufiassung für das obige Beispiel: 

i\ = 1.416572 - 0^011884 + 0.000747.7 — 0.000068.4 = li405368, 
ix - 2108,051, x = 4443,882 rheinl. Fuss. 
Femer: 250. d.»'^ = 0,92622.79—0.01611.24 + 0.00079.16 
= 0,90990.71, 
also i = ö",459806, 9 = 14",270097, *, ^ 19", 





' a 


+ 


79 


X» 












n 


+ 
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*) Bemenberg, pag. 214, bringt nnter Hidein ancb die 7'* Potenz voa 9 in die Beibe für ^xt 
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Wie man sielt, genügen aucb die von mir hinzugetügten Glieder noch nicht, 
um dae Kesultat auf 6 Decimalstellen, auf welche Euler die Rechnung angelegt hat^ 
verbürgen zu können; man mneste zn diesem Zwecke wahrscheinlich die Reihen für 
/^ und d noch um zwei Glieder verstärken. Doch wäre das einerseits viel zu müh- 
sam und ist auch andererseits nicht nöthig, da sich bald ein bequemerer Weg zeigen 
wird, den Werth von x = H, von •* und S-, genau zu finden. 

§54. 
Was c = ^ and c, = P-, anbelangt, so finde ich nach den von Euler aufge- 
stellten Formeln; 

c= G.h\^ - l)undc, = O.A.(l — e"*), 

wenn ich seine Raumgrösse x = 4443 pr. F. zum Grunde lege, 

c = 16207,332 — 2249,700 = 13957,632 pr. F. 

e, = 2249,700 - 312,2753 = 1937,425 pr. F. 

In § 451 macht Euler noch die Bemerkung: Erit ergo celeritas ascendens in 

B, (also nach seiner Auffassung c) ad celeritatem descendentem ibidem^ (also zu c,) 

24 
ut « * ad l. Herr Wolfers hat bei der Uebersetzung dieser Stelle die darin ent- 
haltene Ungenauigkeit übersehen und kommt auch in seinen Anmerkungen und 

Verbesserungen nicht darauf zurück. Es muss heissen: c ; c, ^ e^ : 1. 



§65. 

Bevor ich weiter gehe, will ich zeigen, wie die in § 51 hingestellten Gleichun- 
gen Euler's aus den von mir entwickelten Formeln abzuleiten sind. 

Wir haben schon in g 52 die Gleichung: — ^ H^ = Log cos |^ dadurch, dase 
wir -^ H = S und ? =& T setzten, auf die Form gebracht: cm T ^ «"" *. Da dem- 
nach sin T =:'l — e~~ und tg T =s'e — 1 ist, so hat man : 

T ^ar.tg »^s^*— 1, oder* = -ar.(^ P e*" —1. 

Aber die Euler'sche Gleichung: * = 2 V^.arc. *£» ( f e — II nimmt die- 
selbe Gestalt an, wenn wir, wie in § 52, « = -5-, A = j- und G = g setzen. 

Die analoge Gleichung: ^ H= Log Cos r d; haben wie in§52 auf die Form: 
Cos T, = e gebracht, wo T, ^ | ^, bedeutet. Daraus ergiebt sich : Sin T, = 
l'/"^ — 1 , Ti? T, = »'l — e~ ^- '^, T, = Ar Tg l'l — f~ ^■*- Um aber mit Euler 



4a 

zusammenziftreftin, mägeen wir uns erinnern (§ 8, 3), daSB Ar. Tgy = i^ Log r^ 
= 14 Log \_L - ist. Demnach ist: 

r, = 4 Los " + 'frji ^ = io? C.^ + i?^^^) = Ug C//^ +1/?^^) 
und*, = -iojr(|' e +?/ - ij. 



Dafür hat Euler: 



*,=2.)|.toj{y/'+i'/-i) 



waa mit dem Vorigen äbereinstimoit, wenn wir wieder die oben angegebenen Silb- 
stitutioneD macheik 

Ferner haben wir entoickeU: B ^ ä— Log (i -[- ^j, d. h. e == l + ^j 

2g'B 2g H 

odera' = jfe'.l« — ll. Mithinist; c = 5-, =; 5-; 1 e ~ ^h wofür Etiler hat: 

e := G,h\e — 1/. Hier, wo nicht Kaum- und Zeitgrösaen unter einander, son- 
dern nur RaumgrÖBsen mit einander verbunden aind^gelmgtdieHerüberfuhrutig der 
einen Form auf die andere, wenn man der Wirklichkeit gemäss x = H, h ^ ^— 
und G = T- setzt 

2g H 

nnoh einander ab: 



?(>-i) ""* 



. 2gH 

Eater'schen Gleichung : c, = 6 ■ A ■ \1 — « / wegen der erlaubten Substrtutionen 
X ^ H ü. 8. v. identisch iat. Würde ich mich aber streng an die Euler'eche Defi- 
nition des WiderAandsexponenten gehalten und h ^^ ^-i gesetzt haben, so wäre die 
Hinüberleitung unserer Fornwlo in die Euler*s(then nicht völlig gelungen. 

4M. 

Boch es wird Zml sein, dass wir das Euler'scbe Problem durch Benutzung der 

am Eade lies § 44 Eusammengeetiellten geschlossenen Functionen autlösen. Die- 

selbigen lauten tur unsern gegenwärtigen Zweck also : 

HHi filelKei; 

l)« = i.t<,|a 



2)J = ^t.j,,(l+i) 
3)B—-jU}.co,j-» 



rlr'i hllei I 

I)o, =i.Tj,4*, 
II)/?=-^^/..s(l-^) 



.)gle 



r 
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Zunächst beschäfligen wir uns mit den letzten Gleichangen 3) und III). 
Unter der Voraussetzung, daes wieder S = ^, T = ^ », T, = l&, gesetzt 

wird, nehmen sie, wie ecbon bekannt, die Gestalt an : Cos T, = e° und cot T = e~ . 
Wir wissen, dass 5-, -)- ^ = = 34" gegeben ist, und wollen aus diesen Gleichungen 
#, d, nnd R ableiten. Durcb Multiplication derselben ergiebt sieb : 

(Jos T, . CO» T — 1, 
wobei wir, wie bekannt, T, als eine hyperbolische Are und Tals eine cyklische Are 
aufzufassen haben. Verstehen wir unter z und u) zwei zusammengehörige Aren an 

der Hyperbel und dem damit verbundenen Kreis, so ist nach §4: Cotz^aecta^ , 

oder es ist; Cos s.cos w = I. 

Nun bindert nichts T, = z zu setzen, damit hat man zugleich T ^ w. Mithin ist; 

Man braucht also nur in cyklisch-byperboli sehen Tafeln die Stelle aufzusuchen, wo 
die neben einander stehenden n und w zusammen ein gegebenes K ausmachen und 
das ganze Problem ist mit einem Schlage gelöst 

Da nach Gudermann § 48, such schon nach meiner „Auflösung der kubischen 
Gleichungen" § 37 s >■ o> ist und da ^, : # ^ s : to, so erkennt man zugleich, dass 
sieh immer *, > ^ finden wird, womit zusammeo hängt, was auch schon aus § 44 
erhellte, dass stets a, <^a ist. 

Für Euler's Beispiel ist, wie wir aus § 45 wissen : 

loff ff = 1,49479.21, und aus h = 2250000 = 1000.^ folgt, dass A = 374,975 und 

log k = 2,57400^23 ist. Daher haben wir : 

£ -f. CO = 2,8331444 oder Mz + M<o = 1,230419, 
d. h. z' -\- o>' ^ 1,23042, wo <o' ■= Mia bedeutet. Wenn meine Tafeln statt der 
cyklischen Winkel to" ihre Bogenlängen w oder vielmehr to' enthielten, so würde 
man daraus mit einem Blicke auf pag. 99 äberseben, dass z' zwischen 0^71.371 und 
0,71405 liegen müsse; aber auch bei der jetzigen Einrichtung derselben wird man 
nach zwei oder drei Versuchen sich überzeugen, dass z' = 0,71400 und das dazu 
gehörige m" = 68« V 51", d. h. w' = 0,51642 sein muss. Da nun log (m.^ 

= 8,55857.41 ist, so ergiebt sich hieraus ohne alle Mühe 

» = 14",270, *, = 19",730 und in Folge dessen H = 4444,0 rheinl. F. 

Will man genauere Resultate haben, so nehme man Gudermann's erste Tafel, 
welche die „Längezahlen der Kreisbogen" angiebt, zur Hand. Hätte Gudermann, 
statt den cyklischen Winkeln co" zweiRubriken, eine nach alter Eintheilung in 90" 
und eine nach französischer Eintheilung in 100", zu widmen, davon eine Rubrik für 
die entsprechenden Kreisbogen a> verwendet, so würde man bei ihm auf pag. 236 
sofort erkennen, dass (sein k oder mein) z zwischen 1,64401.26 und 1,64443. 44 liegen 
müsse. Aber auch bei der nun einmal vorhandenen Einrichtung seiner ersten Tafel 
wird man, besonders, wenn man schon weiss, dass w" ungefähr = 68" 7' 51" ist, 
leicht ermitteln, dass 3=1,64404.11 und das entsprechende co = 1,18910.33 ist. 
Dann erhält man: * = 14",270191 und ^, = 19",729807, also = 33",999998 statt 
34" und *, — i^ = d = 5",459616, wofür Euler hat: 6",83. 

Jetzt ergeben beide Formeln 3) und III) übereinstimmend ff = 4443,9276 

■ * - 
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pr. F.; dftDD findet man ans den beiden ersten Formeln 1) und I): a = 954,2214 
und a, = 347,99004 pr. F., woraus sich leicht c = 13964,318 und c, ^ 1937,5536 
pr. F. ableiten lässt. Die beiden mittlem Gleichungen 2) und II) zwisühen H, a 
und a, dienen zur Controle; diese wird namentlich dann volletündig befriedigen, 
wenn man bei der hier vorkommenden Berechnung von log (l zfc ß) Hilfe- 
winkcl einführtj wobei sich zwischen diesen Hilfswinkeln einerseits und dem jedes- 
maligen o) nad 2 andererseits eine interessante Uebereinstimmung herausstellen wird. 
Auch findet man die Zeit, die der Anfangsgeschwindigkeit a im leeren Kaum, 
oder dem c entsprechen würde, = 2 (' = 2.29",895083 = 59",790166, wofür Eu\c[ 
63" und Bernoulli 58" hnt. 

§57. 
So interessant das vorstehende Euler'sche Problem ist, so muss man doch ge- 
stehen, dass es für die Praxis keinen Gewinn abwirft, da es einerseits dieKenntniss 
des Widerstandscoefßcienten J' oder des Widerstandsexponenten k voransetzt, und 
da andererseits kein geeignetes Mittel vorhanden ist, zu prüfen, in wie weit die be- 
rechnete Höhe H oder x mit der wirklich von der Kugel erreichten Höhe überein- 
stimmt Deshalb haben Poisson (I. pag. 248), Littrow (in Gehler X, pag. 1751) und 
Duhamel (Cours deM^canique, 1862,1, pag. ^67} aus anderweitigen Erfahrungen die 
Anfangsgeschwindigkeit a, mit welcher die Kugel senkrecht emporgesohossen wird, 
als bekannt angenommen und wollen dann — namentlich die beiden erstgenannten — 
die beobachtete Zeit @, welche wäbre&d des Steigens und Fallens der Kugel ver- 
fliesst, benutzen, um k und damit S' durch V' ersuche zu bestimmen. Die Formel, 
welche diese drei Gelehrten an den angeführten Orten zu dem Zwecke aufgestellt 
haben, lautet: 

Ä = arc tq T -\- Loa — ■ ■ , oder 

k " k ^ " J/a« ^ t2 _ n' 



= <j|+£.<,(j-fl''i + (?)•). 



Mao vrird einräumen müssen, dass die Berechnung des k aus der vorstehenden 
Gleichung nicht ohne Mühe gelingen wird. Bedeutend leichter wird man zum Ziele 
gelangen, wenn man sich aus § 8 erinnert, dass i^og (^+ ('1 -}- l*J = Ar . Sin 5 ist. 
Dadurch nämlich geht die vorige Gleichung in folgende über: 

Hat man nun eia beliebiges k angenommen, so findet man, da hier die c^klische 
Tangente und der hyperbolisch« Sinns einander gleich sind, nämlich = -r, und da 
in meinen Tafeln diese beiden (rigonomischen Functionen in einer und derselben 
Spalte vorkommen, durch Addition der nebenstehenden und zusammengehörigen 
CO und z sofort, ob die Summe dem Ausdruck | © entspricht, und man wird durch 
Wiederholung dieser leichten Arbeit bald zur genauen Kenntniss von i oder d' 
oder h gelangen. 

Bei Rechnungen dieser Ait wird man hoffentlich ganz besonders inne werden, 
welchen grossen Vortheii die Verschmelzung der cyklischen und hyperbolischen 
Tafeln, die ich angestrebt habe, gewährt. 
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Die Torstebende Gleichung leite ich übrigens aus nnsern oben aufgestellten 
Formeln auf folgende einfache Weise ab: 
Aus § 56, 2 und UI wissen wir, dass 

H = Fi ^"J (' + S) = T '-»S C.. l », ist. 
Deshalb ist Log Vi -j- p- = Log Cos | &, oder 
Vi + (ly = Cos I », = y 1 + Sin i *,«. 
Mithin haben wir: Sin | #, := ^, oder ^, =: - ^r . St» t. 
Nehmen wir dazu § 56, 1 : (t, ? ^ = ^, oder * = - ar(^ ^, 
so haben wir: 

* H- ^ = e = ^ (ar <j J H- ^r. Si« °) = ^ (»+»). 

Oberflächlich betrachtet, ist diese Gleichung für & dieselbe, wie die im vorigen 
§ für Ä" aufgestellte; der Unterschied besteht aber darin, dass dort, wenn aus Ä" wir 
w und z gefunden hatten, diese Grössen m uud z uns die Zeiten & und S-, gaben, 
während hier in der Endgleichung für & die nämlichen Grössen to und z mit den 
genannten Zeiten nichts mehr zu thun haben, sondern, wenn £ gegeben ist, unmittel- 
bar zur Kenntniss der Anfangsgeschwindigkeit a fuhren , und wenn a gegeben ist, 
die Auffindung von k ermöglichen. 

Aber auch auf Resultate dieser Art wird kein grosses Gewicht zu legen sein, 
da die hiebei als bekannt vorausgesetzte, durch Pulver und Kanonen gewonnene 
Anfangsgeschwindigkeit a mit nicht unbedeutenden Fehlern behaftet sein dürfte. 
Will man das Gesetz des Widerstandes der Medien Enden, so muss man die zu 
diesem Ende zu veranstaltenden Versuche so einrichten, dass sie von allen fremden 
Elementen möglichst befreit sind. Und das ist von einfachen Fallversuchen zu er- 
warten, ich wende mich daher zu solchen. 



#58. 

Der erste, dessen Fallversuche für uns einen Werth haben, ist zugleich derjenige, 
dessen Theorie des Fallens im widerstehenden Mittel noch heute in Ansehn steht 
Und dies ist Newton. Die hierauf bezüglichen Resultate seiner tiefen Untersuchungen 
finden wir vorzugsweise in der 8'°", 9"", ö7'"", 38"™, 39'"" und 40"^" Propositio des 
zweiten Buches seiner Priuoipien. 

Newton nennt das Gewicht der fallenden Kugel im leeren Raum A, im wider- 
stehenden Mittel ß, so dass A : A — B ^= D •. D' ist. Dann fasst er F als einen 
Raum auf, der mit * des Kugeldurchmessers (2r) und mit den Dichtigkeiten der 
Kugel und des widerstehenden Mittels folgende Proportion bildet: F:^.'2r^D;D\ 
so dass also F = ,,. -^ ist. Unter G, wofür ich t, setzen werde, versteht er die 
Zeit, ia welcher der Körper mit seinem relativen Gewicht B, ohne einen Widerstand 
zu erfahren, durch den Raum F fallen würde, so dass also t, ^ V — - ist. Ferner ist 
bei ihm U die Geschwindigkeit, welche der Körper bei diesem seinem Fallen (bocce 
casu suo) erlangt, und da er bewetsst, dass dieses ^zugleich die grösste Geechwia- 



..oglc 



52 

digkeit ist, mit welcher die Kngel bei ihrem Gewichte B im widerstehenden 
Mittel überhaupt fallen kann, so mdsseQ wir der Uebereinstimmung mit unserer 
frühem Bezeichnung wegen k etatt H setzen und haben k -^^ g t„ Daraus ergebt 
eich: — := gt,^ ^ 2 F, so dass Newton's F = Euler's h ist, d. h. Euler's Exponent 
des Widerstandes ist nichts anders als Newton's F, wenn ich, wie ich mir in § 51 er- 
laubt habe, A = ^ und nicht etwa = ^, setze. Eliminlrt man g aus den beiden 
letzten Gleichungen k = gi, und 2 F ^ — , so erhält man: k = — -. Newton be- 
merkt noch ausdrücklich, dass der Widerstand, welchen die Kn^el bei dieser ihrer 
grössten Fallgeschwindigkeit erleidet, ihrem Gewicht B gleich ist, und dass er ihn 
im Uebrigen dem Quadrat der jedesmaligen Geschwindigkeit proportional setzt. 
Nun ist nach unsrer Auffassung in § 42: 

,„ 8 D.r . Ifl 8 D.r „ 

^ ^JT^-S-^r, also ^ = o:j, -^ = ^■ 

Da aber nach Newton's Darstellung F := | . -^ ist, sosiehtman, dass nacheeiner 
Theorie S' = '4 ist, wie ich oben gesagt habe. 

Nachdem Newton noch angeführt hat, dass er nur denjenigen Widerstand be- 
rüksichtigeu wolle, welcher eine Folge der Trägheit derf'lüssigenMaterie ist, 
dass er, was sonst auf ihn Einfluss haben konnte, z. B. ihre Elasticität, ihre Zähig- 
keit, die Reibung ihrer Theile unter einander, spätem Forschungen anbeim gebe, 
setzt er £_' 

N ^^ num. log IM -r)= e und l •= log — i— , joder L = Log — v~ ) 

und kommt durch Reflexionen an einem Kreise und der zugehörigen gleichseitigen 
Hyperbel n. a. zu folgenden zwei Gleichungen zwischen Geschwindigkeit (c), Zeit 
(() und Raum {») : 

2) a=^- F - 1,3862943611.^-1- 4,605170186. F. /. 



Zunächst wollen wir zeigen, dass diese Gleichungen Newton's mit den unsrigen, 
welche wir in § 44, 1) und III) aufgestellt haben, identisch sind. 
1 —1 
1) Da ,-~ = ^ ~ ^ — -, da ferner nach § 58 t, = - und nach § 3 und § 6, 3) 



■ ■■■ ■ ■ _ c = '^9 t ist, so hat man sofort: 

Ich habe schon gesagt, dass Newton in seiner 9"" Fropoeition die Abhängigkeit 
zwischen v und t in einer Weise aussprach, die der unsrigen ziemlich nahe kam, 
(si tangentes angniorum . . . sectons hyperbolici sumantur vclocitatibus proportionales, 
erit tempus omne.... descendendi a loco summo ut sector hyperbolae); wenn er 
jetzt, wo er rechnen will, den Zusammenhang der Grössen v und ( durch N ver- 
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mittelt, so geschah das eben nur, weil zu seiner Zeit es weder eine hyperbolische 
Trigonometrie, noch weniger hyperboliseh-trigonometriache Tafeln gab. 
2) Aus s = - Log Cos | t folgt nach dem vorigen §: 

s =2 F.Log Cos (j-\. Weil nun Cos z = ^-^- — = ^ A + -^\ 

so ist Log Cos z = z — Log 2 -\- Log \—^—\ und wenn wir wieder - für z 
achreiben, so haben wir: 

s = 2 F. i - (2 Log 2) . F + 2 F . L oder 

Aber es ist 2 Log 2 = 1,3862943611 und ^ = 4,605170186. Daher atiminen die 
in Rede stehenden Formeln vollkommen überein. 



§60. 

Am wichtigsten für die Fallversuche ist offenbar die 2" Gleichung der beiden 
vorigen §§, da man Mittel in Händen hat, s und ( zu beobachten und dann im 
Stande ist, die Beobachtungen zu prüfen, wenn man k oder d' als bekannt voraus- 
setzt, oder k zu finden, wenn man die Beobachtungen ala correct voraussetzen kann. 

Nun versteht es sich von selbst, dass, wenn man das Gesetz des Widerstandes 
erst finden will, man die Versuche so einrichten wird, dass der Widerstand deutlich 
hervortritt, ich meine, dass D' im Vergleich zu D möglichst gross ist, oder 
dass die fallenden Körper möglichst leicht sind. Das hat zur Folge, dass, da 

k =^ 'yIp ' 3 ' "W '^^ ^ ^^^^ klein ausfallen wird und mit k auch r,. Dann aber ist 

7 i' -f 

e oder e oder N so gross, dass man einerseits e ,' als unbedeutend vernach- 
lässigen kann, und dass andererseits — i— ohne Nachtheil ^= 1, also l oder Z- = ö 
gesetzt werden kann. Kurz, die Formel, nach welcher man unter der gemachten 
Voraussetzung wird rechnen können, lautet: 

g = ^ F~2 F.Log2, oder« =kt--. Log2. 
Dies ist die Formel, nach welcher Newton seine Esperimente berechnet hat und^zu- 
f^leicfa die Näherungaformel Poisson's, von welcher am Schlüsse des § 44 die 
Rede war. 

§61. 
Die Versuche Newton'» mit Kugeln, welche in Wasser fielen, übergehend, 
komme ich zu den Experimenten, welche im Jahre 171Ü auf seine Veranlassung 
Hawksbee in der Paulskirche /u London ausführte. Derselbe liess von einer Höhe 
von 220 engl. Fuss immer gleichzeitig zwei Glaskugeln herunterfallen, die eine mit 
Quecksilber, die andere bloss mit Luft angefüllt. Solche zwei Kugeln lagen mitten 
auf einem hölzernen Brette, welches an dem einen Ende in eisernen Zapfen ging 
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und an dem andern Ende auf einem hölzernen Riegel lag. Ein eiserner Drath 
schob gleichzeitig den Kiegel weg und Hess unten in der Kirche ein Sccundenpendel 
los. Die auf diese Weise heobacbteten Fallzeiten der Kugeln, ihre Gewichte und 
Durchmesser gtebt folgende Tabelle: 





aukigeli TiU QicekiUker 
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Zoiien. 
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Zollen. 


Secnnden. 


1 
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0,8 




510 


5,1 


8(4 


2 
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0,8 


4 — 


642 


6,2 


8 


3 


866 


0,8 




599 


5,1 


8 


< 


747 


0,76 


* + 


515 


6,0 


8V. 


6 


808 


0,75 




483 


5,0 


811 


6 


784 


0,75 


4 + 


641 


6,2 


8. 



Nun nimmt Newton an, dass die Fallzeiten der Quecksilberkugelo nach Galilei's 
Gesetz zu berechnen sind, wonach zu 220 Fuss Höhe nur eine Fallzeit von 3" 42"' 
gehört. Die Verspätung von 18"' rühre davon her, daas dag Brett nach dem Weg- 
ziehen des Riegels nicht schnell genug umschlug und dass dadurch für den Anfang 
eine Verzögerung des Ilcrabfatleus cutstand. Aus derselben Ursache müssten aber 
auch die beobachteten Fallzeiten für die mit Lufl angefüllten Kugeln wenigstens um 
18'" verkürzt werden, da diese grossem Kugeln sicher auf dem umschlagenden Brette 
länger liegen bliebei^, als die kleinen aber schwerem Quecksilberkugeln. Indessen 
begnügt sich Newton auch für diese grossem Kugeln mit einem gleichmässigen 
Abzüge von 18'" und notirt für die weitere Kechnung bezüglich folgende Fallzeiten: 
8" 12'", 7" 42'", 7" 42'", 7" 57"', 8' 12'" und 7" 42". 



Der Verlauf der Rechnungen Newton's it<t folgender. Nach ihm wiegt ein 
englischer Knbikfuss Regenwasser 76 römische Pfund (ä 12 Unzen, k 480 Gran), 
demnach beträgt das Gewicht einer Wasaerkugel von 1 Zoll Durchmesser, in der 
Luft gewogen, 132,645 Gran und im luftleeren Raum 132,8 Gran, indem er die 
Dichtigkeit der Luft 860 mal geringer annimmt, als die des Wassers. (Ich finde 
aus der Gleichung: | — ^^ = 132,645 dafür 132,7994 Gran). Da mithin eine Luft- 
kugel mit dem Durchmesser 2r im luftleeren Raum -ggg- . (2r)' =. D' wiegt, so 
ist das angegebene Gewicht der fallenden Körper immer noch erst um D' zu ver- 
mehren, um ihr Gewicht D im Vacuum zu erhalten. Hat sich Newton fluf diesem 
Wege F ^ l . -^ verschafil, so ist sein nächstes Bestreben g^g' . — ^ — zu er- 
halten, er setzt p' = 2.193% engl. Zoll. Damit hat er t, =1^— und A ^ j- t, = — 
gefunden und kann jetzt bei jedem Experiment aus der beobachteten Fallzeit t sich 
den Fallraum s berechnen und denselben mit der gegebenen Höhe, also diesmal 
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mit 220 engl, Fuss vorgleicben, wobei ihm die abgekürzte Formel aua S ' 
s = — F — 2 F.Log 2 = kt~ 2 F . Loy 2 genügt. Hier uind die Resultate seil 
Kechnimgcn in Bezug auf die mit Luft erfüllten 6 Glaskugeln: 

Eip. 1. I Eip. 2. 1 bp. 3. I Elf. 4. 1 Uf. S. 1 Uf. (. 
226' U" 230' 9" 227' 10" 224' 5" 225' 5" 230* 7" 



vollständigen Formel: « =■ 2 F . Log Co« — 



Ich habe die Rechnungen nach dei 

mit Newton'» Angaben noch einmal gemacht und statt der gemessenen Höbe 

s = 220Fu88 erhalten: 

226' 8",0896 1 231 '0",0877 1 227' 7"^808 1 224' 4",6927 1 225' 4",7321 1 230' t0",1424, 
also in Beziehung auf den Raum nur geringe Abweichungen von den Resultaten 
Newton's. 



Um beurtheilen zu können, ob die in § 61 mitgetheüten Versuche zur Auf- 
findung des Widerstau dscoefficienten S' geeignet sind, hübe ich einen dem § 62 
entgegengesetzten Weg eingesoblagcn; ich ging von der doch gewiss sorgfältig ge- 
messenen Höhe « = 220' aus und berechnete nach der so eben citirten vollständigen 
Formel die dazu gehörige Fallzeit, deren gfiiiaue Beobachtung schwieriger ist. 
Damit man meine Rechnungen Itichter controHren könne, füge ich noch Rubriken 
für D', für log 2 F, log g und log %, hinzu. 

Me Ml« mJA Lift »l^cf■Utf■ OMluigeli. 
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4 


7" 57"' 


7"48"',47!i52 
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19,62638 
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0,02685.90. 
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noch einmal in folgender Weise berechnet: 

Durch Differentiation der Gleichung: » = 2 F . Log Coa — in Beziehung auf 
s und t erhält man successire: 

dCoa^ , ., ^ .__ ,^ 

5-g.= j— />-.— j also d(— ö^. = -, 

Co8- ' ' ig- K- ig- 

eln Resultat, welches wir auch ohne Weiteres aus § 44 hätten entnehmen können. 

KuQ ist aber die hyperbolische Are - (= z) bei den 6 der Rechnung unter- 
worfenen Experimenten der Reihe nach = 8,4331976, 7,2329480, 7^3492851, 7,9689087, 
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8,4884042 nnd 7,2382193; sie liegt also bei allea Experimenten weit über die in §44 
mit Z bezeichnete Grenze hinaus, und wencman daher in der voranstehenden 
Formel Tg —=: 1 setzt, so begeht man höchstens einen Fehler in der 7"" Decimale. 
Mitbin können wir für diese Experimente ganz unbedingt annehmen: dt= -r-- 

In meine weitere Rechnung gewährt folgende Tabelle einen Einblick, wobei 
ich J^" — d f" mit J J bezeichnet habe: 
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Obgleich die Unterschiede zwischen den von Newton angegebenen und den 
von mir berechneten Zeiten, welche sich ungeiähr zwischen '/^ und Yj Secunden 
bewegen, verschiedene Ursachen haben können, so liegt es auch nicht ausserhalb 
der Girenzen der Wahrscheinlichkeit, dass dieselben bloss von mangelhaften Beo- 
bachtungen der Zeit herrühren. Zu den von Newton selbst angegebenen Gründen, 
welche für diese Annahme sprechen und welche ich am Schlüsse des § 61 angedeutet 
habe, füge ich noch zwei Gründe hinzu: 1) Nach den unmittelbaren Beobachtungen 
verfloss beim Herunterfallen der zweiten und dritten Glaskugel eine gleiche Zeit 
von 8 Secunden, und doch ist schon ohne Rechnung klar, dass die dritte kleinere 
und specifiscb leichtere Kugel — sie müsste 606 Gran wiegen, wenn sie dieselbe 
epeciösche Schwere hätte, wie die zweite Kugel — dazu mehr Zeit nötbig hätte, 
und da die Rechnung ergiebt, dass sie nahe an 6 Tertien mehr gebraucht, so ist 
daraus zu ersehen, dass die Beobachtungen nicht bis auf Zehntel der Secunde ver- 
lässlich sind. 2) Da die Fallzeiten an einem Pendel, welches Secunden angab, er- 
mittelt wurden, und da Newton ausser den ganzen Secunden nur noch halbe und 
YierCel-Secunden angemerkt hat, so möchte daraus zu schliessen sein, dass die 
Beobachter sich wohl um ein Viertel einer Zeitsecunde geirrt haben können, dass 
sie das Aufschlagen der Glaskugeln auf den Erdboden wohl um ein ViertuI der 
Secunde später vernahmen als es wirklich erfolgte. 

Gestattet man uns also, von den Zeitangaben Newtou's respective noch 13, 20, 
14, 8, 11, 20 Tertien abzuziehen, so stimmen die Fallversuche Hanksbee's voll- 
kommen mit Newton's Theorie, nach welcher der Widerstand dem Quadiat der Ge< 
schwindigkeit proportional und S' = "i ist, überein. Wollte man aber diese oder 
ähnliche Versuche benutzen, um zu prüfen, ob es bei dem angegebenen Werthe des 
Widerstand scoefficienten sein Bewenden haben könne, oder ob S' zu vergrössern 
oder zu verkleinern sei, so müssten hiebet die Zeitangaben bis auf einzelne Tertien 
zu verbürgen sein. Und da dies bei Anwendung der gewölinlicben Mittel'zur Zeit- 
bestimmung, der Pendel und Uhren, nicht möglich ist, so ersieht man hieraus, dass 
seihst hohle Glaskugeln noch zu schwer sind, noch in Luft zu schnell fallen, als 
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dass man durch BeobaobtuDg ihres Fallens Newtöß's Theorie des Widerstandes um- 
Btossen oder verbessern könnte. 

Eine Bemerkung Benzenberg's pag, 121, wonach er Newton's Annahme, dass 
die Luft während der Versuche 860 mal leichter als Wasser gewesen sei, bei dem 
gewöhnlichen Barometerstande in England etwas zu gross findet, veranlasste mich, 
das zweite und sechste Experiment noch unter Voraussetzung eines etwas kleinem 
Diohtigkeitsverhältnisses zwischen Luft nnd Wasser, nämlich mit der Zahl 859 zu 
berechnen. 

Für diese Hypothese ergab sich die Fallzeit beim 
2'" Exp. : 7" 22"',30307 statt 7" 22"',09563, also nur ein Unterschied von 0"',30744. 
6"" Exp.: 7" 22'",S8I18 statt 7" 22'",37362, also nur ein Unterschied von 0"',20756. 
Uebrigens führt Benzenberg pag. 116 noch an, daas Hawksbee am 9, Juni, an 
welchem Tage die Versuche angestellt wurden, einen Barometerstand von 29,7 Zoll 
und einen Thermometerstand von 60" vorfand. 



§64. 
Ich will noch mit einigen Worten der Quecksilberkugeln gedenken, welche 
gleichzeitig mit den hohlen tilaskngeln herunterfielen. 

Zu diesem Zwecke habe ich der Gleichung zwischen 8 und t folgende Form 

gegeben: — =^ ^off Cos - = log Cos z. 
Da meine Tafeln aber nicht «, sondern z' = M z angeben, so habe ich statt t ^ zx 
genommen ( — 2' , I ^ j und eine Rubrik für log ~ angelegt. Um den Unterschied 

zwischen den verschiedenen Experimenten deutlicher hervortreten zu lassen, als es 
bei den unter einander fast gleichen Fallzeiten t geschehen kann, habe ich noch 
zwei neue Rubriken angebracht, eine für k, die grösst-noöglichete Geschwindigkeit, 
welche die betreffenden Quecksilberkugeln überhaupt jemals erlangen könmtn und 
eine für T =; St,, die Zeit, nach deren Verlauf die Geschwindigkeit nur noch un- 
merklich — erst in der S"" Stelle merklich — zunimmt, natürlich unter der Vor- 
aussetzung, diiss auf dem langen Wege, den die Kugeln in dieser Zeit T durch- 
laufen, sich weder die Schwerkraft g', noch die Dichtigkeit der Luft D' ändert. 

Die alt Qucfcflilber aisefillteH CUikigeli. 
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2,68730.07 


1,25931.47 


3060,7 


63,123. 



Um zunächst eine Anwendung von den Zahlen in der letzten Rubrik zu gebei 
habe ich für das zweite Experiment berechnet, durch welchen Kaum die Kugel 
während T^ 8r, = 66,264 Secundea in der Luft fallen würde. Unsere obige 
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Formel geht dabei in folgende über: s ^ -^ .log Cos 8 und darnach ist s ^= 16152 
engl, Fuss. Während derselben Zeit würde die Kugel im yacuiim durch einen 
Raum von 70743 engl, F., also durch einen 4,3798 mal grössern Raum gefallen sein. 
Wichtiger für uns ist es, aus der vorstehenden Tabelle zu ersehen, dass selbst 
das Fallen von kleinen Quecksilberkugeln durch die Luft bei der unbedeutenden 
Höhe von 220 engl. F. nicht vollständig nach Galilei^s Gesetz zu berechnen ist; 
und da im Vacuum zu dieser Höhe, strenggenommen, eineFallzeit von 3"41"',717442 
gehöi-t, so hat die Luft z. B. die erste Kugel bei ihrem Fallen doch um 4,01612 
Tertien aufgehalten. Es kommen also von jener Verspätung von 18 Tertien auf 
Rechnung des nicht schnell genug umschlagenden Brettes nur 14 Tertien. Indessen 
kann man aus den oben (§61) angegebenen Gründen für die hohlen Glaskugeln, auf 
die es doch allein ankommt, immerhin jenen unverkürzten Abzug von 18 Tertien 
bestehen lassen. 



Da, wie erwähnt, selbst hohle Glaskugeln noch zu schwer sind, als dass man 
durch mit ihnen in der Lufi angestellte Versuche den Widers tan dscoefiScienten S' 
bestimmen könnte , so utiternabni, gleichfalls durch Newton verfuilasst, Desaguliers im 
Jahre 1719 den 27. Juli eine Reihe von Versuchen mit fünf Schweinsblasen, denen 
man dadurch, dass man sie innerhalb einer auseinanderzunehmenden hohlen hölzerneji 
Kugel gehörig mit Luft anfüllte, eine kugelförmige Gestalt gegeben hatte. Aus 
einer Höhe von 272 engl. F. liess man innerhalb der Paulskirche eine dieser Blasen 
immer gleichzeitig mit einer als Signal dienenden Bleikugel dadurch heriiDterfallen, 
dass man die Fäden, an welchen die Kugeln hingen, — die Bleikugel über einer 
Rolle — an ihrem Vereinigungspunkte durchschnitt. Man hatte sich so eingerichtet, 
dass mau die Fallzeiten bis auf Viertel der Secunde beobachten konnte, und zwar 
geschah dies sowohl oben im Thurm, als auch unten auf dem Fusaboden, jedoch 
mit dem Unterschiede, dass man oben die ganzen Fallzeiten der Blasen notirte, 
während man unten nur aufzeichnete, um wie viel Secunden die Scbweinsblase 
später den Boden erreichte, als die Bleikugel, Um aus den letztern Angaben die 
vollständigen Fallzeiten der Blasen ableiten zu können, hatte man natürlich noch 
die Anzahl von Secunden zu addtreu, welche die Bleikugel zum Herunterfallen ge- 
brauchte; man setzte dafür 41/4 Seoaaden an. Nach BeDaenberg's Bericht (pag. 118) 
wurde angenommen, dass der Schall in Vi Secunden den vorliegenden Weg von 
272 F. durchlief. Da mit jeder einzelnen Schweinsblase der Versuch zweimal ge- 
macht wurde, so erhielt man für die Fallzeit einer jeden 4 Bcol);i<htungen, deren 
mit Kritik genommenen Mittel die folgende Tabelle angiebt. Das wenigste Vertrauen 
verdient der Versuch mit der 5'*" Blase, von der Newton berichtet: Vesica quinta 
rugosa erat et per rugas suas nonnihil retardabatur. Die von mir hinzugefügte 
sechste Reihe unter dem Strich bezieht sich auf die mitfallende Bleikugel, von der 
Newton nur noch anführt, dass sie ungefähr zwei römische Pfunde gewogen habe; 
bei Bestimmung ihres Durchmessers nahm ich das specifische Gewicht des Blei's 
zu 11,4 an und rechnete hier nicht mit Newton's d' ^= '4, sondern mit einem Mittel- 
werth S' = 0,51235, v,>n welchem in § 67 die Rede sein wird. 
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Obgleich auch die vorstehenden Versuche bei dem heutigen Standpunkt der 
Wiesenschaft noch manches zu wünscbeu übrig lasseu, so werden bei dem hier so 
deutlichen Hervortreten des Widerstandes kleine Beobacbtungsfebler nur von ge- 
riogem Einflüsse sein und wir können mit Hoäbiing auf Eifolg die Vorsuche mit 
den Blasen benutzen, um den Widerstiindscoefficienten i' durch Beobachtungen zu 
ermitteln. Konnten wir nun schon bei der Berechnung der mit den hohlen Glas- 
kugeln angestellten Experimente uns mit der in § 44 aurgestelltcn Käherungs- 
formel begnügen, so wird dies hier um so mehr gestattet sein. Wir haben also aus 

den vorstehenden Versucbeu durch die Gleichung: s -^ kt Log 2 das in k 

involvirte S' zu berechnen. 

Dies kann durch die Formel: k = 5-^ ± ^(2^^)* - ^ geschehen, 
oder besser durch Kinführuug eines Hilfswinkcls g). 

Bringt mwi nämlich diequadi-atiaohe Gleichung auf die Form: k* -\- pk-\- qz=o^ 
wo p = — -^-^ und q — j^ ist, so erhält man: k ~ — p . cos {^V ^^^' * = 
— p.sin{^\ , wobei ain gp = =t-j^ ist Da aber auch unser A= = _ ^ ~ und New- 
ton's F = i ^ ist, so hat mau J' = ^. 

Ehe ich die Resultate meiner Rechnungen vorlege, habe ich noch über die 
zwei verschiedenen positiven Auflösungen zu sprechen, welche die quadra- 
tische Gleichung zulässt. Obgleich sie natürlich beide der aufzulösenden Gleichung 
genügen, so können wir doch nur einen Werth und zwar den jedesmaligen kleinem 
Werth gebrauchen. Der Grund d»Ton ist folgender: Eigentlich haben wir es doch 
mit der Auflösung der in Beziehung auf Atranscendenten Gleichung: g^ —Log Cos- t 



zu thun, in welcher Co» f i = — 



ist; nun sind aber die andern Werthe 



für k stets so gross, dass man den Ausdruck e durchaus nicht vernachlässigen 

kann, und auf dieser Vernachlässigung beruht ja unsere NäherungsformeL Mit 
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aDflem Worten: Wäre das k so gross, als es der jedesmalige grössere Werth an- 
giebt, so würde die quadratische Gleichung selbst, aus der er hervorgegangen, die 
Basis ihrer Existenz verloren haben, mao müsste in solchen Fällen, wo k gross, der 
Widerstand also unbedeutend ist, dieses k aus der vollständigen Gleichung, wenn 
nicht anders, durch Probiren ableiten, wozu sich spater Gelegenheit zeigen wird. 
Zum Belege meinerAuseinandersetzung nnd zugleich zur leichtern Controle meiner 
Rechnungen werde ioh bei der in § 68 befindlichen Zusammenstellung den falschen 
i, die ich mit k' bezeichnen will, eine besondere Rubrik einräumen. Zu dieser vielleicht 
etwas zu ausführlichen Erörterung wegen der zweiten Auflösungen sehe ich speciell 
mich veranlasst, weil man niioh sonst mit Bezugnahme aui meine Schriften über die 
Deutung sämmtlicber Wurzeln in den Gleichungen derlnconsequenz zeihen könnte. 
Auch bemerke ich noch, dass, da p negativ ist, man gut daran tbut, in dem Aus- 
druck tnr ein 91 den Zähler negativ anzunehmen, um nicht unnöthiger Weise bei 
Bestimmung des Hilfswinkels aus dem ersten Quadranten herauszukommen. Die 
zur Auffindung von k nothwendigen und hinreichenden Ausdrücke sind also: 
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z — p sin I j\ , wobei 
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oder, was dasselbe ist. 



§67. 
Nach der Gleichung I) des vorigen § habe ich etwa vor drei Jahren die in 
§ 65 angeführteu Experimente berechnet und bin dabei von der Annahme ausge- 
gangen, dass -j = 16,13 engl. Fnss sei, was 193,56 engl. Zolle wären. Obgleich 
ich heute nicht mehr die Quelle dieser von Newton etwas abweichenden Annahme 
angeben kann, so erlaube ich mir doch, die Resultate meiner damaligen Rechnungen 
kurz anzugeben. 
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4,40982 


3,39240 


1,6324. 



Legt man jedem der fünf Experimente, von denen über dem Striche die 
nöthigen Mittheilungen g.egeben sind, einen gleichen Stimmwerth bei, so wäre dem- 
nach der Widerstandscoefficient S' — 0,51235, welche Zahl mit der aus Euler's 
Widerstandsexponenten hervorgegangenen Zahl ä' = 0,51252 fast zusammenfallt. 

Da die Bleikugel, von welcher unter dem Strich die Rede ist, beim Fallen 
durch die Lnft nur einen unbedeutenden Widerstand erleidet, also in Betrefl! ihrer 
ein sehr grosser Werth für k zu erwarten war, so durfte ich mir, um aus den auf 

f' 

sie bezüglichen Angaben d' zu berechnen, nicht gestatten Cos | f ^ ^ « zu 



^■""cV" 



61 



setzen, sondern ich musste aus der vollständigen Gleichung s =z —.CoSj- t den 
Werth von k ableiteo. Dass aber dieser Versuch mit der Bleikugel überhaupt nicht 
geaif^net ist, einen auch nur einigermaasen zuverlässigen Werth von d' zu geben, 
liegt am Tage, da hier eben der Widerstand zu unbedeutend ist, um ungeachtet 
des zwiefach von Newton gebrauchten Wortes „circiter" auf eine verläseliche Weise 
hervortreten zu können; meine hierauf bezügliche Rechnung, welche das unwahr- 
scheinliche Resultat ä' = 1,6324 ergeben hat, bestätigt dies. Ich habe daher lieber 
den so eben angegebenen Mittelwerth ä' = 0,51235 benutzt, um zu sehen, wie da- 
mit die auf die Bleikugel bezüglichen Beobachtungen stimmen. Dass für die beo- 
bachtete Fallzeit t == 4V(" sich als entsprechender Fallraum « = 284,8 engl. F. er- 
gieht, ist schon berichtet. Ich theile daher nur noch mit, dass für den gemessenen 
Fallraum « = 272 engl. F. sich als zugehörige Fallzeit (= 4",I516 durch Benutzung 
meiner Tafeln ermittelt hat. Der Unterschied von '/,g Secunde in Zeit liegt aber 
gänzlich innerhalb der Grenzen der Beohachtungsfehler. 

Anmerkung. Bei derselben Hypothese, dass |- = 16',13 und dass ausserdem 
d' ^ % ist, habe ich für das 5** Experiment den Fallraum berechnet, je nachdem 
für das Dicfatigkeitsverbältniss zwischen Wasser und luuft 860 oder 859 anzunehmen 
ist nnd gefunden im ersten Fall: « = 281'10",6486, im andern Fall: s = 281' 8",6964, 
also nur einen Unterschied von 1,9522 Zoll. 



Um mit Newton's Angaben in Uebereinstimmung zu bleiben, schien es mir 
am sichersten, die Rechnnngen in Beziehung auf die fünf Blasen mit j = 193% 
engl. Zollen noch einmal zu machen. Ich that dies mit Benutzung der Gleichungen 
II) des § 66 und erhielt folgende Resultate: 
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0,00058. 



Die Rubrik T giebt uns zu erkenneu, nach wie wenigen Secunden die Blasen 
ohne merkliche Beschleunigung in der Luft weiter fielen, dass sie sämmtlich nach 
Ablauf von ungefähr 4 Secunden sich fast mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
weiter abwärts bewegten. 

Die letzte Rubrik J giebt die Unterschiede zwischen den im vorigen § durch 
die Annahme -|- = 193,56 engl. Z. erhaltenen ä' und den so eben gefundenen if', 
bei deren Berechnung ich von Newton's Annahme ^ ^^ 193 "4 engl. Z. ausging. 

Nimmt man endlich von allen in diesem § mitgetheilten ä' das arithmetisobe 
Mittel, unbekümmert um das von Newton selbst gegen das fünfte Experiment ana- 
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gesprochene Misstrauen, io ergiebt eich aus den Versuchen mit den fünf Blasen 
der Widerstandscoefficient 

d' t= 0,51175, 
ein Resultat, welches ao wenig von dem aus Newton's Theorie hervorgegangenen 
S' = "^ abweicht, dass ich den Wunsch nicht unterdrucken kann, es möchte diese 
Theorie, namentlich dem oben oitirten gewichtvoUen Worte Poisson's gegenüber, 
nochmals sorgfältig geprüft werden. Eine vollständige Uebereinstimmung zwischen 
der aufgestellten Theorie und den Experimenten hat Newton selbst nicht erwartet; 
im Gegentheii hoffte er, dass aus den Abweichungen sich die andern bisher nicht 
berücksichtigten Ursachen des Widerstandes der Medien einst würden bestimmen 
lassen, indem er sagt Propos. 40: Haec est resistentia qnae oritur ab inertia ma- 
teriae lluidi. Ea vero quae oritur ab elasticitate, tenacitate et frictioue partium ejus, 
sie investigabitur . . . Patent baeo 

(s = ^F - 2 Log 2.F-\- 2 F.L)... 
' ex hypothesi quod globus nuUam aliam patiatur resistentiam nisi quae oritur ab 
inertia materiae. Si vero aliam ineuper resistentiam patiatnr, descensus erit tardior, 
et ex retardatione innotescet quantitas hujus resistentiae. 

Ich bemerke noch, dass das von mir aus Newton's Pendelversuchen abgeleitete 
and in § 42 mitgetheilte ä' = 0,77482 sich zu dem aus seinen Fallversuohen abge- 
leitete J' = 0,51175 verhält wie 4 ; 2,642 und führe in Bezng hierauf folgende Wort» 
Newton's an: Resistentiae igitur per experimenta pendulorum majores prodiere (ob 
causas jam descriptas) quam per experimenia globorum cadentium, idque iu ratione 
4 ad 3 circiter. Das von mir aus einigen Pendelbeobachtungen Bessel's abgeleitete 
Resultat rf' = 0,fi7778 würde für das Verhältuiss 4 : 3 sehr gut passen , da es 3,02 
statt 3 ergiebt. Zu den Gründen, welche Newton an dem citirten Orte wegen des 
aus Peodelbeobachtungen sich ergebenden grössern Widerstandes anführt, mochte 
ich noch den hinzufügen, dass die Pendel sich fortwährend in einer Luftschicht 
von wirklich constanter Dichtigkeit bewegen, während aus nicht unbeträchtlicher 
Höhe herabfallende Körper doch, streng genommen, aus specifisch leichtern Luft- 
schichten nur schliesslich in eine Luftschicht kommen, welche derjenigen an Dich- 
tigkeit gleich ist, in welcher die Pendel fortwährend sich befinden. 

§ 69. 
Die doppelte Rechnung, zu der ich mich wegen der verschiedenen Annahmen 
über die Schwerkraft g' veranlasst fühlte, brachte mich darauf, einen Ausdruck 
für die Aenderung des ä' aufzustellen in Beziehung auf kleine Aenderengen in der 

Schwere. Ich ging dabei zunächst von der Näheningsformel : s ^ kt Log 2 

aus, die ja für die Berechnung der Experimente mit den Blasen vollständig aus- 
reichte. Weil nach § 66 A — V^ und - = ^^ ist, so hatte ich die Gleichung: 

in Bezug auf d' und jr zu diflFerenziiren und erhielt: 

l) d^' = 2» ' i' ~ —2PiJq2 '> ^° der Kürze wegen für \-~- Newton's r, gesetzt ist. 
Da es aber auch wünsohenswertb schien, einen Ausdruck dieser Aenderung«! 

\ 
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fiir Bolclie Fälle zu besitzen, wo tlie Näherungsformel nicht ausreicht, so habe ich 
die vollständige Gleichung : s — — . Log . Co« | i in Beziehung auf ^ und g gleich- 
falls differenziirt. Weil — = ^ und f = V^ ist, eo geht die Gleichung zunächst 
in folgende ober: 
8 . p- = Log Cos {t.)^y.\^\; daraus erhält man, wenn man der Kürze wegen p = /i* 

und \^g — q setzt: 

i (i^ ■=. Log Cos t fi q. 
Das Differential dieser Gleichung in Bezug auf /i und q ist: 
d Cm 



2 » fi d ft - 



j^.d (t ft q) = t (Tg) {ji d q -\- q d fi)y woraus sich ergiebt: 






tfiiF.{Tg).dg __ 



Da nun | 
jt aus § 5 



■ 9 ■ (.Tg) 
_ 127' 



~ 2.,^yg 

i) ist, 80 haben wir: 
II) dS' - 



-l.,.(Tg) 



2. ,y2f-, .,.,,{!■,) 



also ff r, = k]'ää' (lind nicht etwa bloa = Newton's 



^h^y 



)^|2..-.MTff)] 2.s-i.k.TgW^' 

l/2F c . Dr , D—D- , , ,/7T^ . 

wo.,^V— ,f = J-^,^ = ^'.— ^_ undfc = VV^i8t. 

Nimmt man nun wieder k sehr klein, also den Wiederstand sehr gross an, so 
darf man in dem letzten Ausdruck 2";? f (= i setzen, und weil mit dieser Annahme 
zugleich erlaubt ist, sich der Näherungsformel s =^ kt — -^ Log 2 zu bedienen, so 
geht damit der allgemeine Ausdruck II), wie «ich's gebührt, in den speciellen Aus- 
druck I) über. 

Die sich hieran knüpfenden Hechnungen in Bezug auf die fünf Blai 
folgende Resultate : 
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WO JJ ^ di' — J die Abweichung zwischen dem Unterschiede der durch un- 
mittelbare Berechnung der 3' bei etwas verschiedenen g' und dem Unterschiede, 
wie ihn die Differentialiormel für i' ergab, bezeichnet. 
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§70. 

Da im weitern Verlauf des vorigen Jahrhunderts, gestützt auf neue und viel- 
fach wiederholte Versuche mit abgeschossenen Kugeln, die Meinung namentlich bei 
Praktikern immer mehr sich zu befestigen anfing, dass Newton's Gesetz, wonach 
der Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, nur für mittlere 
Geschwindigkeiten annähernd richtig sei, dass hingegen der Widerstand bei kleinen 
und grossen Geschwindigkeiten sich bedeutend grösser herausstelle, als ihn New- 
ton's Theorie ergiebt, — .indem bei kleinen Geschwindigkeiten die ZäJiigkeit der 
flüssigen Theilchen mehr hervortrete, bei grossen Geschwindigkeiten die zu ver- 
drängende Flüssigkeit nicht schnell genug ausweichen und die nachfolgende Flüssig- 
keit nicht schnell genug den hinter der Kugel cutätehenden leeren Raum ausfüllen 
könne — , da ferner Newton sein Gesetz nur durch das Fallen van Kugeln, welche 
nie viel schwerer als das widerstehende Medium waren, bestätigt hatte, so entschloss 
eich im Anfange des gegenwärtigen Jahrhunderts Benzenberg zu einer neuen 
Reihe von Fallversuchen, welche er im St. Michaelsthurm zu Hamburg mit Blei- 
kugeln und mit Benutzung voti Tertienuhren bei sehr verschiedener Fallhöhe an- 
stellte. Wir wollen dieselben einer Prüfung unterwerfen. 

Das specifische Gewicht der Bleikugeln, die eine Beimischung von '/,o Zinn 
hatten, betrug D = 10,9 und die Dichtigkeit der Luft wurde in Folge von Baro- 
mctefbeobachtungen ein für alle Mal auf D' = =7=^ des Wassers gesetzt, so dasa 
^, ^ 8720 angenommen wnrde. Der Durchmesser der bei den Versuchen benutzten 
Kugeln wird zu 1,46 par. Zoll angesetzt, das würde den Radius r, -^ 0,060633.. 
par. Fuss geben, die Rechnungen wurden aber mit r ^ 0,061 par. Fuss gemacht. 
Die Schwere im Vacuum wird für Hamburg ^' ^= 2.15,1013 par. F. angenommen, 
darnach ist a = ö* . (} — ^\ = g'. 0,999885.3211. Den Bruch i — ^bezeichnet 



^ .n — ^\ = g'. 0,999885.3211. Den 1 
I icn will ihn, wie bei Euler, G nennen. 



Bonzenberg mit p, ich will ihn, wie bei Euler, G nennen. Die Tertienuhr wurde 
mit der linken Hand in demselben Moment angedrückt, in welchem die rechte Hand 
den Faden durchschnitt, an dem die Kugel hing. Durch Vergleichung mit einem da- 
neben befindlichen Pendel vor und nach den Beobachtungen ergab sich als con- 
stanter Fehler der Tertienuhr eine Zeit von 9 Tertien. Das Loslassen des Fingers 
am Sperrhaken erfolgte wohl ein Paar Tertien spater, als der Schall in's Ohr kam, 
der Unterschied wird als Fehler des Sinnes bezeichnet und mit 3,67 Tertien in 
Anrechnung gebracht, so dasa von der jedesmal wirklich beobachteten Fallzeit in 
Summa 12,7 Tertien abgezogen wurden und nur der Rest als beobachtete Fallzeit ( 
den weiteren Rechnungen zum Grunde gelegt wurde. Die Geschwindigkeit des 
Schalles wird zu 1038 par. F. für die Secunde angenommen. Die Fehler in der 
Zeitbestimmung bei den einzelnen Beobachtungen konnten sich, wie Bcnzenberg 
sagt, für gewöhnliche Fälle bis auf 3 Tertien ausdehnen, indess hofft er, da er 
meistens nur Mittel aus wenigstens 60 Beobachtungen als wirkliche Beobachtungen 
anführt, dass die Ungewissheit im Resultat nicht auf Vio Tertie gehen werde. Ob- 
gleich Benzenberg den Barometer- und Thermometerstand angeführt hat, so geschab 
es doch nur, wie er sagt (pag. 187), weil es einmal so Sitte sei; bei den Rechnungen 
sei weiter keine Rücksicht darauf genommen. Die Versuche wurden im Jahr 1802 
in der Zeit vom 8. Mai bis zum 20. September angestellt und fielen folgender- 
massen aus: 
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234,4 


3"Ö6"',39 


4" l'",05 


4,66 


5 


240,0 


3"69'",20 


4" 3"',70 


4,50 


1 


6 


321,0 


4"36'",63 


4"48'",30 


11,67 


1 


340,0 


4"44"',70 


5" O'",00 


15,30 



§71. 
Aus der von mir hiazuge fügten letzten Kubrik, welche die Unterschiede 
zwischen der beobachteten Fallzeit in der Luft und der fur's Vacuum nach GaHIei's 
Gesetz berechneten Fallzeit angiebt, wird man ersehen, dass die beobachteten Fall- 
zeiten nicht auf unser volles Vertrauen Anspruch machen können. Solches Zurück- 
springen von 1"',73 auf 1'" ,67. oder gar von 4"',66 auf 4"',50 kann in der Wirklich" 
keit nicht vorkommen. Auch ohne von einem bestimmten Widerstandggeeetz aus 
zugehen, begreift man, dass der Wideretand des Mittels eben eine Verzögerung der 
nach üalilei's Gesetz berechneten Fallzeit zur Folge haben muss. Wenn also der 
Körper im Vacuum ( Sekunden =; 1"16'",89 gebraucht, um die erste Station, 24,8 
Fuss, vonylbisB zu durchlaufen, so braucht er, um denselben Weg im lufterfültten 
Raum zurückzulegen, * + go Secunden. Wenn dann ferner die Kugel im leeren 
Raum, um von B bis C zu gelangen, um neue 42,9 Fuss herunterzufallen, (, Sekunden 
= 5fJ"',l5 nöthig hat, so wird sie auf diesen Weg in der Luft (, -j- y, Secunden 
verwenden. Die Verzögerung der Fallzeit in der Luft für einen Raum, der dem 
ganzen zweiten Stadium, der gleich 67,6 Fuss ist, beträgt y 4" V'. Ebenso, wenn 
für den nun folgenden Weg von C bis X>, welcher 76,3 Fuss repräsentirt, nach 
Galilei („ Secunden = 68"',24 erforderlich sind, so wird die Kugel in der Luft 
denselben Weg erst in („ + y„ Secunden zurücklegen können, und die ganze Ver- 
zögerung beim Fallen in der Luft für eine Strecke, die dem dritten Stadium von 
144 Fuss gleich kommt, muss y + V/ -f 9>„ betragen, u. s. f. Je grösser also die 
Fallhöhen sind, desto grösser müssen — unter übrigens gleichen Umständen — die 
durch die Luft hervorgebrachten Verzögerungen sein. Ich darf wohl nicht fürchten, 
dass man gegen das vorstehende Räsonnement den Einwand erheben wird, dass 
Benzenberg die Stadien nicht von der Spitze des Thurmes A abwärts nach ,^hin 
genommen hat, sondern im Allgemeinen, mit alleiniger Ausnahme des vierten 
Stadiums, von unten, von a aufwärts nach # liin, so dass bei ihm aß = 24,8, 
ay ^ 67,7 u. s. w. ist. Dieser Umstand, der wegen der verschiedenen Dichtigkeit 
der Luft in A und S an und für sich nicht ganz aus der Acht zu lassen ist, 
würde hier, wo es sich um einen fallenden Körper handelt, der 8720mal schwerer 
als Luft ist, wohl zu übersehen sein. Wenn also meine eben ausgesprochene Be- 
hauptung, dass grössere Fallhöhen auch grössere Verzögerungen nach sich ziehen, 
richtig ist, so erkennt man von vorne herein, bevor man sich noch in irgend eine 
Berechnung einlässt, dass die beobachteten Fallzeiten, trotz aller von Benzenberg 
auf deren Erforschung verwendeten Mühe, wenigstens eine Unsicherheit von 
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'/,o Tertien zulasBen, wahrend er behauptet, dass „die Ungewissheit im Resultat 
nicht auf Vio Tertie gehe." Damit bähe ich zugleich sagen wollen, dass auf das 
für das erste Stadium durch Beobachtung gewonnene Resultat gar kein Gewicht zu 
legen ist, da ein Unterschied von 0,19 Tertien, wie er sieh zwisehen der idealen 
Fallzeit för's Vacuum und der wirklich beobachteten Fallzeit för die Luft heraus- 
gestellt hat, viel zu gering ist, um mit Sicherheit wahrgenommen zu werden. Und 
dieser Unterschied kommt doch eigentlich allein in Betracht, weshalb auch Newton, 
wie wir gesehen haben, immer zwei Kugeln zugleich fallen liess, von denen die eine 
nur als Signal dienen sollte. Füge ich nun noch hinzu, dass die für die beiden 
letzten Stadien gewonnenen Resultate Benzenberg selbst nicht völlig befriedigten, 
weil schon auf dem 6. Stadium das Aufschlagen der Kugeln auf die unten in 3 
hingelegten Bretter oben in der Gegend von B kaum zu hören war und weil des- 
halb für das 7. Stadium das Aufapringen der Bretter, was eine neue völlig unbe- 
kannte Grösse in die Rechnung hineinbrachte, als Merkzeichen genommen werden 
musste, so bleibt es vorläufig noch ganz in Frage gestellt, ob von der mühsamen 
Arbeit Benzenberg's irgend ein neuer Aufschluss für die Lösung des vorliegenden 
Problems zu erwarten ist. Eigentlich beabsichtigte Benzenberg auch gar nicht, 
einen neuen positiven Ausschluss hierüber zu geben, er wollte, wie er pag. 187 sagt, 
durch seine Versuche weniger aufbauen, als die Giltigkeit des Newton'schen Wider- 
standsgesetzes für grosse Fallhöhen niederreissen; darum störte es ihn z. B. nicht, 
dass er von manchen seiner Kugeln nicht unmittelbar das specitische Gewicht unter- 
sucht hatte, dass ihre Durehmesser zwischen 1,48 und 1,7 engl. Zollen variirten und 
dasB diese Kugeln durch mehrmaliges Fallen oft schon sehr an ihrer Kugelgestalt 
gelitten hatten. Ich hin aber doch der Meinung, daes eine in Anaehn stehende 
Hypothese, wie die Newton's über den Widerstand, nur durch sehr correcte Ver- 
suche modificirt werden kann. Nichts desto weniger wollen wir Benzenberg's Ver- 
suche einer sorgfältigen Berechnung unterbreiten, zuvor aber die von ibm selbst 
mitgetheilte Berechnung kennen lernen. 

§72. 
Da Benzenberg der Ansicht ist, „dass es vortheiibaft sei, wenn derjenige, 
welcher die Versuche macht, um 15 Meilen von dem, der sie berechnet, entfernt ist", 
so veranlasste er zur Berechnung seiner Versuche Brandes, welcher sie nach folgen- 
der Formel (pag. 194) vollzog: 



W-«.^ 



y: 
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Ich habe wohl nur von der Bedeutung des Bachstabena % za sprechen. 
Brandes schreibt dafOr k und versteht darunter den Exponenten des Widerstandes, 
erklärt denselbigen aber nicht wie Euler, sondern als „diejenige Geschwindigkeit, 
bei welcher die Kraft des Widerstandes = 1, der natürlichen Schwere, der absoluten 
Kraft, mit der die Schwere die Körper im Vacuo niedertreibt, ist.*' Während wir 
also auf der einen Seite % von Newton's F und Euler's h zu unterscheiden haben, 
müssen wir diesen Buchstaben auch von dem, was wir mit k bezeichnet haben, aus- 
einanderhalten , da wir unter k die grösste Geschwindigkeit verstehen, welche dw 
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Körper bei seioem relatiTen Gewichte B (§ 58, pag. 53) im widerstehenden Medium 
wirklich erlangt. Um uns aber keine Uehereilung wegen des Zusammenhangs von 
X und k zu Schulden kommen zu lassen, wollen wir Brandes weiter hören. Er sagt: 
„Der Exponent des Widerstandes hängt bekanntlich von der Gestalt des fallenden 
Körpers und von dem Verhaltniss seiner speciüschen Schwere zu der der Luft 
l", wofür ich ^, aöbreibej ab; hier, wo nur von Kugeln die Hede ist, wird 

% = — ^-^ — . Dann nimmt er, wie schon mitgetheilt, r =0,061, ^ = 15,1013 par. 
F. und -^ — 8720 an und findet, „indem er alle diese Zahlen als genau annimmt," 
X = 292,7148 par. Fuss, Ich aber finde, wenn ich mit denselben Zahlen rechne, 
X = 15146 par. F. Bei einigem Nachdenken und aus Gründen, die spater (§ 74) 
einleuchten werden, erkannte ich indess, dass die Ursache meines Abweichena 
von Brandes lediglich an einem oder zwei Druckfehlern liegt; Brandes nämlich hat 
in seinem Briefe «u Benzeuherg vom 10. Januar 1803 gewiss gesehriehen: 



52.Z).r| 
X^ ^ — ö-g; — oder vielmehr er hat gemeint; 

Nun ist aber nach unserer Auffassung (§ 42) k' 

■wir mit Newton d' = l^ setzen, f = 

für i* und %" zusammen, so erkennen wir, da g 

md dass Brandes mit Newton i' = 
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- T^. -nr % und ' 



■2- 



fö 



3D' 

__ _ 16 Dr 

3d' D' 

Halten wir jetzt die Ausdrücke 
--(/'. G ist, dass G.x^ = *'*, also 
i/t angenommen hat. 



Die Keaultate von Brandes' Rechnungen nach der obigen sehr unlogarithmi- 
schen Formel iür t und ihre Vergieiehung mit Benzenbergs Beobachtungen giebt 
folgende Tabelle: 



g 


Fsllzeiteii 






Ton Brandes 






Benzenb«rg 


berechnet 


in Tertien. 


M 




for d' -^ 4 




1 


1"17'"08 


1"17"',01 


0,07 


2 


2" 8'",77 


2" 7'",65 


1,22 


3 


3" 6"',95 


3" 6"-,>iH 


0,09 


4 


4" l'",06 


3"59"',67 


1,38 


5 


4" 3"',70 


4" 2-",59 


1,11 


6 


4"48'",30 


4"41"',89 


6,41 


n 


5" 0"',0 


4"50"',50\ 


9,50\ 
9,57/ 


i' 


wofür ich finde ! 


4VÖ0'",«; 



§73. 
Es muss uns nun vor Allem daran liegen, einen Massstab zu gewinnen, nach 
dem wir beurtheilen können, vrelches Gewicht wir den einzelnen Beobachtungen 
beizulegen berechtigt sind. Zu dem Zwecke wird es gut sein, aus den btideu vorigen 
Tabellen eine neue Zusammenstellung zu machen, wobei die ans Galilei's Gesetz 
gefolgerten Fallzeiten mit G, die von Brandes nach Newton's Theorie berechneten 
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mit N und endlich die von Benzenberg beobachtea Fallzeiten mit B bezeichnet 
werden mögen: daraus ergiebt sich von selbst, was unter N — G, B — N, B — G 
und unter p ~ „ = Q zu verstehen ist. 



Versuch 


Fsllhölie 


(N-ff)"' 


CB-W)"' 


(B—oy 




1 


24,8 


0,12 


0,07 


0,19 


1.' 


2 


«7,7 


0,61 


1,22 


1,73 


0,4 


3 


144,0 


1,58 


0,09 


1,67 


17,6 


4 


234,4 


3,28 


1,38 


4,66 


2,4 


5 


240,0 


3,39 


1,11 


4,60 


3,1 


6 


321,0 


5,26 


6,41 


11,67 


0,8 


7 


340,0 


6,73 


9,57 


16,30 


0,6 



Wäre die Hypothese, nach welcher der Widerstand dem Quadrat der Ge- 
schwindigkeit proportional und ^' ^ % ist, durch nichts anzufechten, so müssten 
vollkommene Beobachtungen den Unterschied der Fallzeiten für's Vacunm und für 
die Luft, auf den es hier allein ankommt, so geben, wie die Rubrik N — G es vor- 
schreibt und die Zahlen der nächsten Columnen B — N wären Beobachtungsfehler. 
Dann wäre auf den zweiten, sechsten und siebenten Versuch fast gar kein Gewicht 
zu legen, weil die Fehler liier grösser sind, als die durch die Uhren zu messenden 
Quantitäten, und auch der erste Versuch könnte nur einen geringen Anspruch auf 
Berücksichtigung machen, weil der Beobachtungsfehler mehr als die Hälfte der in 
Betracht kommenden Zeitgrösse betrüge; es blieben zur weitern Berücksichtigung 
eigentlich nur der 3", 4" und 5" Versuch übrig, deren Ansprüche auf Berücksichtigung 
nach den in derllubrik Q enthaltenen Zahlen 17.6, 2.4, 3.1 zu bemessen wären. Ob- 
gleich nun Benzenberg zu den schon mitgetheilten Andeutungen, weshalb einige Ver- 
suche weniger Ansprüche auf Berücksichtigung erheben können als andere, noch hin- 
zufügt, dass auf dem zweiten Stadium die Tertienuhr nicht wie sonst eine hölzerne 
Unterlage, sondern eine steinerne, die Temperatur der Uhr erniedrigende Unterlage 
hatte, dass schon der sechste Standpunkt in der Kuppel der Kirche lag, in welcher 
durch den dort herrsehenden Luftzug das Fallen der Kugeln verzögert werden konnte, 
dass auf dem siebenten, höchsten Beobachtungsort von vier Versuchen immer drei 
vollständig misslangen, weshalb das für dieses Studium nngegebene Resultat nur das 
Mittel von 10 Finzelbcobachtungen ist*^, so meint er doch, dass alle diese und 
andere Umstände zwar kleine Abweichungen erklären könnten, aber nicht so be- 
deutende, wie sie namentlich für's 6" und 7" Stadium hervortreten, und dass diese 
grossen Abweichungen nur durch die Annahme, dass die grossem Fallhöhen all- 
mälig die Newton'sehe Hypothese alterircn, hinlänglich erklärt werden können. Ich 
kann mich aber dieser Meinung Benzenbergs nicht anschliessen; denn wenn wirklich 
die Beobachtungsfehler gegen die Fehlerhaftigkeit des Newtou'achen Wideratands- 
gesetzes nur unbedeutend wären, wenn also die in der Columne B — N enthaltenen 
Zahlen vorzugsweise in dieser Fehlerhaftigkeit des Gesetzes ihren Ursprung hätten, so 
müssten diese Zahlen nach Benzenberg selbst mit den Fallhöhen in eine angemessene 



*) Bie rohen, noch nicht wegen der Zeitgleichung und anderer Ursachen leÜucirten 10 Einl«l- 
beobachtongen schwanken zwischen 6" 13'" nnd Ö" 30"', 
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Beziehung zu bringen sein, wag aber keineswegs der Fall ist. Demnacb werden wir 
mit Berücksichtigung aller Umstände zu der Annahme hingedrängt, dass die in der 
Rubrik B — N aufgestellten Zeitunterschiede vorzugsweise Beobachtungsfehlern 
zuzuschreiben sind, und dass nur ein unbedeutender Theil dieser Zahlen der nicht 
vollkommen richtigen Newton'schen Hypothese zur Last zu legen ist Damit haben 
wir den gesuchten Massstab für die weitere Benutzung der sieben Resultate, welche 
Benzenberg aus der grossen Menge seiner Versuche gezogen hat, gefunden; er ist 
in der letzten Rubrik ^ ~ ^^ = Q enthalten, wonach wir z, B. verpflichtet sind, auf 
den dritten Versuch einen 44 mal grösseren Werth zu legen als auf den zweiten 
Versuch. 

§74. 
Bevor ich weiter gehe, scheint es angemessen, in Kürze den Zusammenhang 
zwischen der in § 72 miigetheilten Formel, nach welcher Brandes die Versuche 
Benzenberg's berechnet hat, und der von mir in § 44 aufgestellten entsprechenden 
Formel anzugeben. 

Es war nach Brandes * = 7^ Loa — - ' — 
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Wenn es nun einerseits erlaubt ist y = -;= und y' ^ := zu setzen, und wenn wir 
* yq * u ' 

g. -2g» ^ 

andererseits der Abkürzung wegen =; ^ und e * ^^ « schreiben, so geht der 

Ausdruck in folgenden über: 

Aber aus unsrer Formel s = — Log Cos | ( können wir für t denselben Werth ab- 

- ( 1 

leiten. Setzt man nämlich noch « * ^=f, so geht die Formel, da 2 CoBj- = J + ; 

ist, in folgende über: { + | = 5 2, welche t = S+ ^S^ — 1 oder ( = | Log (S + 

yjS* — 1) giebt. Der andere Werth, den man aus der quadratischen Gleichung erhält, 

bezieht sich auf das Reeiproke von 5, wonach ; ^ ^ — Y^^ — -^ '^t. — In dieser 

Uebereinetimmnng liegt zugleich eine Bestätigung dafür, dass wir die Bedeutung von 

X in §72 richtig ermittelt haben. 

S75. 
Da die von Brandes berechneten Zeiten (§ 72) die Annahme d' = % voraus- 
setzen, so müssten diese Zeiten, wenn sie vollkommen richtig wären, umgekehrt 
^ ^ 14 ergeben; mau erhält aber mit Benutzung der vollständigen Formel 
a = — . Log Cos 1 1 für die aufeinander folgenden sieben Stadien nachstehende Werthe 
für {ojTit^undlur 4}': 
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Stadium 


1 2 3 


4 


6 


6 7 


logt.' 


4,91872 4,9350a 4,93310 
0,51534 0,49742 0,4997IJ 


4,93266 
0,50021 


4,93334 
0,49943 


4,93281 4,92786 
0,500113 0,50576 



wobei ich noch ausdrücklich bemerke, dass hier, wo der Widerstand iinbedeuteod, 
k also sehr gross ist, die Auffindung nicht aus der schon oft erwähnten Näherungs- 
formel und dem daraus in § 66 abgeleiteten Ausdrucke für k erfolgen konnte. 

Aus den theilweiae nicht unbedeutenden Abweichnngea dieser Werthe för S' 
Ton dem hiebei als Normalwertb geltenden S' ■= % gebt hervor, dass entweder 
Brandes die Fallzeiten niclit richtig berechnet hat, — man sehe § 72, 7'*'Stadium — 
oder dass er sie nicht genau genug, nicht auf eine hinreichende Anzahl von Decimal- 
stellen berechnet hat. 

Weil es mir nun — wozu die Nothwendigkeit aus § 73 erhellt — darum zu 
thun war, genaue Angaben der Fallzeiten sowohl fur's Vacuum, als für die wider- 
stehende Luft zu besitzen, so eutschloss ich mich, bevor ich an die eigentliche Auf- 
gabe, ä' aus Benzenberg's Beobachtungen zu finden, ging, die Fallzeiten 
mit aller nur möglichen Sorgfalt unter der auch von Brandes gemachten Voraos- 
setzung, dass S' = *it ist, nochmals zu berechnen und stelle Brandes Resultate und 
die meinigen im Folgenden neben einander: 
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Nach neinei Bfcbnug 




s 


För'B Vacuum 


För Newton'e 


JV — 


Für'. V.cu.in 


Für Newlou'. 


Jf"~ 


l 


= e 


■'■=■4 


N-G 


= e 


*= t 


N-G 


1 


1" 16"',89 


1" 17"',01 


0,12 


1"16"',890018 


1"17'",00646 


0,10644 


2 


2" 7,04 


2" 7,65 


0,51 


2" 7,039404 


2" 7,55256 


0,51316 


3 


3" 5,28 


3" 6,86 


1,58 


3" 5,278638 


3" 6,86070 


1,68206 


4 


3" 56,39 


3" 69,67 


3,28 


3" 66,386608 


3"59,66856 


3,28195 


5 


3" 59,20 


4" 2,59 


3,39 


3" 59,193660 


4" 2,59400 


3,40034 


6 


4" 36,63 


4" 41,89') 


5,26 


4" 36,628308 


4"41,88962 


6,26121 


7 


4" 44,70 


4" 50,50 


5,80 


4" 44,697426 


4"60,43342 


5,73699 



Dass ich bei meiner Berechnung der Fallzeiten genÖthigt war, meine Zuflucht 
zu Gudermann^s siebenstelligen Tafeln zu nehmen, darf ich wohl nicht noch be- 
sonders hervorheben, vielleicht aber, dass ich mich dabei nicht seiner bequemeren 
zweiten Tafel, welche nur für hyperbolische Aren über 2 eingerichtet ist, bedienen 
konnte, sondern seine erste Tafel benutzen musste, welche auf der Verwandlung 
von hyperbolischen Ären (z) in entsprechende cyklische Aren (tu) beruht. 

Um eine etwaige Revision meiner Rechnungen zu erleichtern, tfaeile ich für die 
einzelnen Versuche noch die Hilfsgröasen m und die dazu gehörigen z^| fmit; die 
unter der Ueberschrift dt'" befindlichen Zahlen geben den Unterschied zvrischen 
den von Brandes und von mir berechneten Fallzeiten in Tertien an. Ein für alle- 
mal ist hiebei log g = 1,47999.45 und log i" = 4,93283.95, also k = 292,6980.07 
(für *'=%). 



*) In der von Bcnzenberg beeorgtea neaen Ausgabe 
ohne näher« Mottvirung 4" 13,16 Teriten Btau 4" 41"',89. 
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Für 

Stadium 


« 


<: 


dl"' 


1 


7»33'53",M1 


0,1324191.7 


+ 0,00354 


2 


12» 28' 3',140 


0,2193373.9 


- 0,00256 


3 


18» 6' 5",642 


0,3213227.2 


- 0,00070 


4 


22«58'18",968 


0,4121303.8 


+ 0,00144 


5 


23» 14' 13",3I4 


0,4171608.2 


— 0,00400 


6 


26»44'43",265 


0,4847328.3 


+ 0,00048 


7 


27»2S'40",483 


0,4994248.1 


+ 0,06658 



§76. 

Obgleich wir Dicht erwarten, dasa gleiche Fehler in der ZeitbeetimmuDg sich 
auf deii Teraohiedeoen Stadien von gleichem £)inl]uEsc zeigen soUen, so dürtie es 
dennoch befremden, dase z.B. der für's erste Stadium hervorgetretene kleine Unter- 
schied von 0,00354 Tertien S' um 0,01534 ändert, während der für das 7*» Stadium 
angegebene bedeatende Zeitunterschied von 0,06658 Tertien i' nur um 0,00576 ver- 
grössert. Daher wollen wir zur grösseren Aufklärung dieser Erscheinung das 
Differential von ij' in Bezug auf t aufstellen. 

Mit Bezugnahme auf § 69 überzeugt man sich, dass die Fundamentalgleichung 
auf folgende Form gebracht werden kann: 

J <-= Los Co, C-Vf (ff). 

Setzt man d', welches ;= ^ ist, — m*, so folgt 

^ «i» = (2» yj, («dt + tcJ»), ferner 

i%«.iT,-).it F.'.{Tg).dt 



F.\{Tg).dt 
..»-i...l(ry) " 



2.t 



dl' -. 



2.>.« — h.. 
ti'.Tgil.dt 



lii'.(Tg).dt 



■<.(W 



t-'itt.Tglt. 
Die nach dieser DifferentJAlformel geführten Kechnnngen ergaben folgende Resultate: 



1 


df" 


logTglt 


1 


0,00354 


9,1194213 


2 


— 0,00256 


9,33422.54 


3 


-0,00070 


9,49234.67 


4 


0,00144 


9,59138.14 


5 


-0,00400 


9,59608.66 


« 


0,00048 


9,66323.76 


7 


0,06658 


9,66432.66 



di' 



Jd' 



0,01576.2 0,01634 
-0,00252.7—0,00268 
-0,00022.2-0,00030 

O,00O22.oj 0,00021 
-0,00050.6—0,00067 

0,00004.6 0,00003 

0,00578.9| 0,00676 



JJ 



0,00042.2 
0,00005.3 
0,00007.8 
0,00001.0 
0,00006.4 
0,00001.6 
0,00002.9 
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wo JS' die eich aus § 75 ergebenden Abweichungen der ä' von dem Normalwerth, 
wie sie äua der unmittelbaren Bemitzung der von Brandes und mir berechneten 
Zeiten hervorgegangen sind, bedeuten und wo JJ die Differenz zwischen diesen 
durch unmittelbare Berechnung erhaltenen Unterschieden der S' und den durch die 
Differentialformal gewonnenen Unterschieden angiebt. 

Anmerkung. Das in § 69. II. angegebene Differential verhaltniss zwischen 
dS' und dg läset sich dem so eben erhaltenen Verhäliniss zwischen da' nadtdt ent- 
sprechender also darstellen: 

"''.-^tt.Tslt' "" 

Wenn d 6' in beiden Differenüalquotienten -j- und t— dasselbe wäre , so würde 
durch Elimination desselben folgen, dass 2g. dt = t.dg sei. Dagegen erhält 
man unmittelbar aus der Fundamentalgleichung: s =: - . Log Cos \ t, oder ~-r- = Log 
Cos \\-p.'^. i L durch Differentiation in Bezug auf ( und ^, wenn man wieder "fd 
mit (t bezeichnet: o = {Tg) . V ^ (qdt -\- t d li), was 2gdt = — tdg giebt, ein 
Resultat, welches auch der für'e Vaeuum geltenden Formel a ^ ^ t' entspricht und 
natürlich allein richtig ist. 

§ 77. 
Dadurch, dass wir in §75 die Fallzeiten genauer berechnet haben, als Brandes, 
sind wir in den Stand gesetzt, den in § 73 niedergelegten Massstab, wonach die 
Güte der Beobachtungen Beuzenberg's zu beurtheilen ist, bedeutend zu verbessern. 
Ea ist nun: 



Für 


Jf" 




Siadiam 


N-0 


B — N 


1 


0,106 


0,074 


1,432 


2 


0,513 


1,217 


0,422 


3 


1,582 


0,089 


17,775 


4 


3,282 


1,381 


2,377 


6 


3,400 


1,106 


3,074 


6 


6,261 


6,410 


0,821 


7 


5,736 


9,667 


0,600. 



§ 78. 
Jetzt ist es an der Zeit, den Widerstandscoefficienten i' aus Benzenbergs Beob- 
achtungen zu berechnen. Da für dieselben k sehr gross ist, so kann die Be- 
rechnung nicht nach den in § 66 befindlichen, aus Newton's Näherungsformel abge- 
leiteten Ausdrücken vollzogen werden. Wir müssen uns an die vollständigeFormel: 
* = - Log Cos I ( = - Log Cos z wenden. Weil aber, wenn k sehr gross, also z sehr 
klein ist, wir mit Vortheil uns werden der Keihenentwicklung für Log Cos s bedienen 
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kÖDneD,' welche uns mehr oder weniger genäherte Werthe für k and d' yerachaffen 
wird, 80 Biod wir wenigsteus nicht von vorne herein auf das lästige Probiren ange- 
wiesen. 

Es ist nämlich nach Gudermann § 45 oder nach meiner „Äuöösang der kuhi- 
schen Gleichungen" § 42; 

Benutzen wir von dieser Beihenentwicklung, bei welcher z i=^t ist, nur die 
beiden ersten Glieder, so erhalten wir als ersten Näherungswertb 



I) A= = - 



g't* 



Nehmen wir noch das dritte Glied der Keihe hinzn, so haben wir k* - 
folgender quadratischen Gleichung zu bestimmen : 



Nun ist, wie in § 66 (vergl. Aufl. der kub. Gl. § 32, I): 

Ä" = — p .cos l%\ , oder Ä" = — p .Bin i%\ , wobei Bin y = dz — ^• 

Doch hat man aus ähnlichen Gründen, wie die in § 66 aufgestellten, hier nur zu 
nehmen: 

\l)K=k^ = — p. cos (fV, und sinfp = — ^, 

wodurch ein zweiter Näherungswertb für 6' erlangt wird. 

Geht man noch einen Schritt weiter und benutzt die ganze oben hingestellte 
Reihe fiir Log Cos z, so gelangt mau zu folgender kubischen Gleichung: 
aK' + 3ß.K^ + 3yK + S=o, 

^« « = V - «' /* = - Sß-' y = W' * = — ^ "*• 

Nach meinen „kubischen Gleichungen" § 24 sind die Bedingungen für den irredu- 
cibeln Fall folgende zwei: 

{ar - /S") (ßS - J-O >(«* - ßrr vmd ß' > ay. 
Da dieselben für die nachfolgenden Zablenbeispiele nicht beide zutreffen] so bat 
man es hier stete mit dem reduciheln Falle zu tbun, für welchen ich in meinen 
„kub. Gl." § 26, D folgende Auflösung durch hyperbolische Functionen gegeben 
habe: 



n) K=k^=^- 


-i + 


a 


«y 


Co.{ 


:f). 


wobei CoB y = 


-j(«j 


-Pt)- 


-ß- 


{p- 


«!■) 




Vf- 


("rf 


i 





Dieser dritte Näherungswertb für )^ kommt der Wahrheit immer schon sehr nahe, 
80 daSB man höchstens noch zwei Versuche nach der vollständigen Formel; 

« = ~ . Log Cos ? i zu machen hat, um den Werth von k* mit aller Schärfe zu er- 

? ^ * ' 

langen. 

Dase 3' r^t^ und F ^% -^ ist, darf wohl kaum mehr in Erinnerung gebracht 
-werden. 



§ 79. 
Auf dem im vorigen § angegebenen Wege habe ich aas BenKenberg'8 Beobach- 
tungen den WiderstandscoefScienteu S' berechnet nnd zwar, wie die folgende Tabelle 
aueweist, einmal unter der Voraussetzung, dass der Kugelradius r ^= 0,061 par. F. 
ist und dann für r, = 0,060833 pai-. F. (vergl. § 70): 





FaUhöhe 


Beobachtet« 




Fürr=0,061 


Fürr,=0,060833 


= a 


Fftllzeit = ( 


%*■ 


ist J' = 


i,H' = 


1 


24',8 


1" 17"',08 


4,71399.5 


0,82769 


0,82534 


a 


67',7 


2" 8"',77 


4,40174.6 


1,69846 


1,6939 


ii 


144',0 


3" 6"',96 


4,90891.6 


0,62831 


0,62688 


4 


934',4 


4" 1"',06 


4,78045.4 


0,71016 


0,70822 


6 


240',0 


4" 3-",70 


4,81067.0 


0,66243 


0,66062 


6 


321',0 


4" 48"',30 


4,58864.5 


1,10460 


1,1015 


7 


zvy,a 


5" C",0 


4,60949.6 


1,32634 


1,3217 




A 


rithmetiscl 


es Mittel: 


0,97964 


0,97688. 



Das einfache arithmetische Mittel aus den roranstebenden sieben Versuchen, 
^ = 0,97954 oder ^ = 0,97688, weicht zu sehr von dem Resultate ab, welches wir 
aus den unter günstigeren VerbtUtnissen angestellten Versnoben Deaaguliers' abge- 
leitet haben, als dass wir darauf ein besonderes Gewicht legen könnten. Daher habe 
ich die einzelnen J*, welche ich für Benzeaberg's Angabe r = 0,061 berechnet habe, 
mit den bezüglichen Zahlen Q aus § 73, welche ein Mass der Ansprüche auf Be- 
rücksichtigung für die einzelnen Beobachtungen ausdrücken, maltipKctrt und erhalte 
dann als Mittelwerth aus sämmtlicben Beobachtungen ** = 16,821264 : 26,6 = 0,63238. 
Legt man aber an Benzenberg's Beobachtungen den in § 77 TerbeBsetten Maesstab 
der Berücksichtigung an, so ist das Resultat folgendes: 

ä' = 16,71892:26,501 =: 0,63088. 



So wären wir dean zu einem ziemlich befriedigenden Resultat gelangt, freilieb 
nicht aus Benzenberg's Beobachtungen allein, sondern mit Hilfe des Newtonschea 
Gesetzes, nach welchem wir die Güte jener Beobachtungen bemassen. Da wir es 
nns aber zur Aufgabe gemacht haben, den Widerstandecoefficieateu bloss aus Ver- 
suchen zu bestimmen, so bleibt uns aus den in § 7t und § 73 angegebenen Gran- 
den nichts andres übrig, als den 1, 2, 6 und 7"" Versuch Benzenberg's gänzlich zu 
ignoriren; nehmen wir dann von denZahJen, welche sich aus dem 3, 4 und ö"" Ver- 
such ergaben, das arithmetische Mittel, so eilialtea wir: 

ti' = 0,63363 für r = 0,061, und 
Y = 0,63191 ffir T, = 0,060833. 

Lassen wir auch noch den vierten Versuch, weil er von der Kuppel der 
Kirche aus angestellt ist, als unzuverlässig weg, so würde das Mittel aus dem 3**° und 
5™ Versuch für beide Radien J* = 0,59456 sein. 

Dieses Resultat, so wie das aus Desagnliers' Versuchen gezogene Resultat 
würde dann aber nur aus Experimenten hervorgegangeo seta, welche tiich auf 
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mittlere Fallhöhen beziehen, e8 bliebe daher nach der Meinung Benzenberg'a und 
Anderer immer noch die Frage, wie gross der Widerstandscoefficient für kleine und 
grosse Fallhöhen aei, zu beantworten. In der ersten Hingicht verweise ich auf 
Newton's Versuche mit in Wasser fallenden Kugeln, welche der Annahme iP = % 
ziemlich gut entsprechen, und in letzter Hinsicht wollen wir zum Schlüsse noch des 
Herrn Prof. Dr. F. Reich's Fallversucbe, in dem Dreibrüderschachte bei Freiberg, 
im August lind September 1831 angestellt, zum Gegenstande einer kurzen Besprechung 
machen. 

§81. 
Die Fallhöhe war bei Herrn Reich ungeßhr 158*4 Meter (= 488 par. F. 
=^ 520 engl. F.), seine Kugeln waren nicht immer von schwerem Blei, sondern öfter von 
Zinn mit etwas Wismuth vermischt und von noch leichterm Elfenbein. Um den 
Moment des Heranterfallens der Kugeln genau angeben zu können, wurden sie 
meistens mit einer Zange festgehalten, bei deren Oeffnen sie herabfielen, oder um 
ganz massive Kugeln ohne irgend einen störenden Faden anwenden zu können, legte 
man sie auch wohl erwärmt auf einen metallenen Ring, durch welchen sie, nach- 
dem sie wieder gehörig erkaltet waren, durchfielen. Die bei den Versuchen an- 
gewandten grossen Zinnkugeln hatten im Mittel einen Durchmesser von2r=40,38 
Millimeter, ihr absolutes Gewicht war im Mittel B = 270,45 Gramme und ihr spe- 
cifisches Gewicht Z» = 7,878; bei den kleinen Zinnkugeln war 2r = 35,59 Milli- 
meter, B ^ 190,00 Gramme, D = 8,028. Bei einer grössern Elfenbeinkugel war 
2r = 36,64 Millimeter, B = 46,24 Gramme, D = 1,790, bei den zwei kleinern 
Elfenbeinkugeln war 2r = 28,56 Millimeter, B = 22,322 und D = 1,811. Von 
den angewandten Bleikugeln sagt Herr Reich nur, dass ihr absolutes Gewicht 
B ~ 270,27 Gramme und ihr specifisches Gewicht /> = 10,603 betrug. Um mir 
den Durehmesser der Bleikugeln selbst zu verschaffen, legte ich den Normalwerth 
des absoluten Gewichts von einem Kubikcentimeter Wasser w, nämlich 1 Gramma, 
zum Grande, obgleich jener nur für den Zustand dca Wassers gilt, bei welchem 
es seine grösste Dichtigkeit erlangt hat; ich glaubte mich zu dieser Annahme um 
80 mehr berechtigt, da sich bei den vier andern Versuchen mit Kugeln von Zinn 
und Elfenbein aus den von H. Reich angegebenen drei Zahlen B, D und r der 
"Werth von w bald unter, bald über 1 Gramm ergab, nämlich successive 0,9987682; 
1,002683; 0,9867507; 1,010512. Bei der Annahme also, dass w = ( ist, fand ich für 
die Bleikugeln 2r = 36.51378 Millimeter, also r = 0,0561947 par. F. Der Moment, 
in welchem die Kugeln unten im Schacht anlangten, wurde dadurch bestimmt, daaa 
man daselbst einen um eine Aze beweglichen eisernen Rahmen anbrachte, aufweichen 
man dünne Bretter legte und au dessen einem Ende sich ein Metallspiegel mit einer 
vorgestellten Argand'schen Lampe befand; so wie eine Kugel auf eines der Bretter 
aufschlug, verschwand dem obern Beobachter das Bild der Lampe im Siiiegel. Der 
Fehler der angewandten Tertienuhr mochte innerhalb der bei den Versuchen in 
Betracht kommenden 6 bis 7 Secunden „kaum in einzelnen Fällen" 2 Tertien be- 
tragen. AlsconstanterFehler der Sinne werden 8,76 Tertien angemerkt Der Fallraum 
in der ersten Secunde für den leeren Raum ist bei der hier in Betracht kommenden Breite 
von Ui" 33' 22",81 nach H. Reich ^ = 4904,93 MilUmeter. Da nun der mittlere Baro- 
meterstand bei diesen Versuchen h' = 317,58 par. Linien, der mittlere Thermometer- 
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stand C = 13'',2 C. und die SpannuDg der Waeserdämpfe d' = 0,934 X U^5 
= 10,79 par. Linien betrug, ao fand H, Reich nach der Formel 

die Dichtigkeit der Luft D' = 0,001 1550. 

Hiernach ist das jedesmalige relative Beschleunigungemaas der Schwerkraft 
3^^-ß — •! zu berechnen. Für die Bleikugeln, deren Dichtigkeit auf 2> = 10,603 
angesetzt ist, findet H. Beich 

I = 4,90459 Meter, ich | = 4,904396 Meter. 



Ueber die weitem Rechnungen giebt folgende Tabelle Aufschluss, in welcher 
die erste Horizontalreibe sich auf die mit den grossen Zinnkugeln veranstalteten 
vier Versuchsreihen, die zweite auf die zwei Versuchsreihen mit den kleinen Ziun- 
kugeln, die dritte auf die fünf Versuchsreiben mit den Bleikugeln, die vierte auf 
sechs Beobachtungen mit der grossen Elfenbeinkugel, die fünfte auf eilf mit den 
kleinen Elfenbeinkugeln gemachten Beobachtungen beziehtt 



> 


Fallzeit 


Wahrsch. 
FeUer 


Fallhöh. 


logg 


logF 


hgk' 


J- 


1 


357"',78 


(y,i2 


158"',4041 


0,99159.91 


2,56460.86 


3,72670.86 


0,67614.81 


2 


361,11 


0,51 


158,4084 


0,99160,03 


2,51829.21 


3,64914.96 


0,72568.10 


3 


355,86 


0,53 


158,3894 


0,99161.55 


2,65024.23 


3,77849.57 


0,73006.59 


4 


407,91 


0,89 


158,4276 


0,991.38.26 


1,87916.52 


3,13564.56 


0,54326.31 


5 


421,10 


0,61 


158,4279 


0,99138.57 


1,77603.34 


3,05795.08 


0,61223.39 



Die Berechnung von log i^ aus der Gleichung « =; - . Log Cos | t ist hier meistens 
durch Probiren geschehen, da einerseits Elfenbein nicht leicht genug ist, dass man 
nach den in §66 aufgestellteu Formeln rechnen könnte, und andererseits Zinn nicht 
schwer genug ist, daas man sich mit Vortheil der Formeln in § 78 bedienen könnte. 
Als arithmetisches Mittel aus H. Reich's Beobachtungen ergiebt sich 

ä' = 0,63727.64, 
ein sehr günstiges Resultat. 

Anmerkung. Die Unterschiede zwischen den beobachteten Fallzeiten und 
den fur's Vacuum berechneten sind resp. 16"',81 ; 20"',13; 14"',89; 66"',91 und 80"',12. 



Wie man sieht, hat H. Reich neben den Faltzeiten noch die denselben anhaf- 
tenden wahrscheinlichen Fehler angegeben, wir können also durch die in § 76 ent- 



haltene Differentialforme] dS' ■■ 



.i'Tglt. 



, WO P = 8 — »A At JV f« ist, den Grad 
der Genauigkeit der berechneten ä' in Beziehung auf die beobachtete Zeit prüfen- 
Da nun die mitgetheilteo Fallhöhen auch nicht absolut richtig sein werden, so schien 
es mir nöthig, den Einfluss eines kleinen Fehlers in der Bestimmung der Fallhöhe 
auf ^ gleichfalls zu untersuchen. 



Ton der Gleichung < = **. Log Cos ? t ausgehend, setze man p= ^ und ( Yg 
=: t, 30 erhält man aus der Gleichung ,1 s = Loff Co8 {C ■ Y^) durch Differentiation 
, und weU (C =:^ = Jl.F ist, 



it-Vf iXf-Vi)- 



di' = 



«'.dt 



Man hüte sich einen Ausdruck für -^ etwa dadurch ableiten zu lyollen, dass man 
in dem obigen Ausdruck für -j— etatt dt den von §63 her bekannten Werth 

substituirt, man würde dadnrch das falsche Resultat di" ^ ' ' erhalten. (Vergl. 
die Anm. zu § 76.) 

Da nun einerseits B. Reich die wahrscheinlichen Fehler bei den Fallräumen 
nicht angiebt, und da ich andererseits zu wissen wünschte, was bei diesen Versuchen 
auf die Bestimmung von S' naehtheiÜger eingewirkt habe, ein kleiner Fehler in der 
Zeitbestimmung oder ein kleiner Fehler in der Raumbestimmung, so nahm ich im 
Folgenden die Beobachtungsfehier in Beziehung auf den Raum (ds) so an, dass sie 
zu den Fallhöhen (s) in demselben Verhältniss standen, wie der jedesmalige wahr- 
scheinliche Fehler bei der Zeitbestimmung {dt) sich zur Fallzeit (*} yerhielt. Nach 
dieser Auseinandersetzung wird folgende Tabelle verständlich sein: 



1 


log. dt 


l'}Ts{i.) 


logP 


log.ds 


TT 


dS' 
dt 


1 


8,07918.12 


9,82260.92 


1,13769.14 


9,60348.28 


0,028639 


— 0,015678 


■2 


7,92941.89 


9,85032.85 


1,20568.07 


9,34970.89 


0,018171 


— 0,010110 


3 


7,94612.46 


9,80317.26 


1,09124.13 


9,37273.50 


0,026743 


- 0,013969 


4 


8,17123.87 


9,97640.84 


1,59574.86 


9,63866.64 


0,007156 


- 0,004763 


5 


8,00717.85 


9,98517,64 


1,64130.25 


9,36077.62 


0,003886 


— 0,002685. 



Die vorstehende Tabelle giebt mir zu folgenden Bemerkungen Veranlassung: 

1) Die von Herrn Reich angegebenen wahrscheinlichen Fehler in Beziehung 
auf die Fallzeit unii denselben' proportionirte Fehler in Bezug auf den Fallraum 
haben auf die erste Decimalstelle des Wertlies von S' keinen Biufluss. 

2) Der Einfluss der Fehler der ersten Art auf den Widerstandscoefficienten J' 
ist ungefähr doppelt so gross, als der Einflnss entsprechender Fehler der zweiten 
Art auf denselben. 

3) Obgleich die Fehler in der Zeitbestimmung bei den Versuchen mit den 
leichtern Elfenbeinkugeln im Durchschnitt grösser angenommen sind, als bei den 
Versuchen mit den schwerern metallenen Kugeln, so haben sie doch dort einen ge- 
ringern Einfluss auf i' als hier bei den metallenen Kugeln. 

4) Reich's Bleikugeln waren kleiner als Benzenberg's Bleikugeln und fielen 
ausserdem durch einen grössern Raum, beides Gründe, weshalb selbst unter Vor- 
aussetzung von gleicher Güte der beiderseitigen Beobachtungen der Widerstand dort 
deutlicher und schärfer sich herausstellen musste als bei Benzenberg. 
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§ 84. 

Fassen wir nun die gewonnenen Resultate zuftammen, so haben wir aus den 
FallTersuohen Newton'a S' = 0,51175, 
aus denen Reich's . . d' = 0,63728. 

Wegen Benzenberg ist man in einiger Verlegenheit; will man allen seinen 
Beobachtungen ein gleiches Stimmrecht beilegen, so wäre mit Zugrundelegung von 
r, , wie aus § 79 zu ersehen ist, nach ihm f ■= 0,97688 und wir hätten dann als 
arithmetisches Mittel von den drei Angaben, welche sich auf die Versuche Newton's, 
Benzenberg's und Reich's beziehen, ^ — 0,70864 anzuführen. Ich meine aber, wir 
nehmen für Benzenberg wegen der oben mitgetheilten Gründe denjenigen Werth 
für iJ' ans § 80, welcher bloss ans seinem 3, 4 und 5*" Versuch für r, herTorgegangen 
ist, nämlich S' = 0,63191, Dann ergiebt das arithmetische Mittel nach den Fall- 
rersnchen der drei genannten Gelehrten den WiderstandscoefBcieaten 
ä' = 0,59366. 

Aus meinen frühem Rechnungen habe ich, wie in § 42 erwähnt ist, für Mew- 
ton's Pendelsversuohe ff ■= 0,77482 und für einige Pendelrersuche Bessels 

(f = 0,67778 abgeleitet, danach wäre für Pendelversucbe 
im Durchschnitt . . y = 0,72630. 

Nimmt man schliesslich noch das Mittel von den beiden Angaben, welche aus 
meinen Berechnungen von Pendel- und Fallversucben hervorgegangen sind, so hat 
man als EndresulUt iP = 0,66897, 

ein Resultat, welches mit der in § 42 erwähnten Angabe Lombard's und Borda's, 
wonach f =^ 0,6 ist, ziemlich gut übereinatimrat 

Es bleibt also dabei, wie schon pag. 34 herrorgeboben wurde, dass nicht 
Newton's Theorie, wie Poisson und Littrow behaupten, den Widerstand grösser 
antriebt als die Erfahrung, sondern dass im Gegentheil die Versuche denselben 
ungefähr im Verhältniss 6 ; 5 grösser ergeben als jene Theorie. 



Der nächste Schritt, der jetzt zn thun sein möchte, um durch Fatlversuche das 
Gesetz des Widerstandes vollständiger zu erforschen, als es auf den voraostehenden 
Blättern geschehen ist, möchte der sein, dass man, wie schon pag. 33 angedeutet 
wurde, den Widerstand nicht bloss dem Quadrat der Geschwindigkeit, sondern 
ausserdem noch der ersten Potenz derselben proportional setzt. Da dann ip ^ 

& ^V ^ • *■ + "i ü~r ^' ** ''**^ ^° ^'^ ^^^ ^^'^ ^^^ Differentialgleichung 



-'-^^^y- 



auszugehen haben, wo e = % ^ — .g'd = ^i 

und 1) = % ^-^ ^ = y »*' '8t, 
und wo i und ^ die nun zu bestimmenden WiderstandscoefiScienten nind. 



Setzt man noch V(:) -\-rig = R und yr=^ Tg% so wird man auf folgende 
zwei Gleichungen kommen: 

I) t. = 9-Tgnt 

Ä + l'/VÄf' 

,,„,,= „Google 
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' welche den ZasammenliaDg zwischen Zeit (f), Raum Xs) und Geschnmdigkeit (v) 
iia darlegen. 

Es versteht eich von seibat, dasa, wenn man bei der Berechnung obiger Fall- 

I versuche die letzte Gleichung (II) zum Grunde legen wird, man S' etwas kleiner 
iaai finden wird, als ich angegeben habe, da ein Theil davon auf J kommen niuss. Soll- 
TOi' ten aber auch dann noch die Kesnliftte ans den verschiedenem Beobachtungen mehr 
lali von einander abweichen, als man auf Rechnung von Beobacbtungsfehlern glaubt 
onV schreiben zu können, dann, aber auch erst dann scheint es mir angemessen, noch 
I lii die dritte Potenz der Geschwindigkeit nach dem Vorgange Piobert's (Lois de la 
feiti r^sistauce de I'air sur lea projectilea, 1857, pag. 21. Par Ja. Didion) in den Bereich 
njü! der Untersuchung zu ziehen. 
'all." 

Nachschrift. 

ffn-' Wenn einerseits noch immer die hyperbolischen Functionen ignorirt werden, 

wie z. B. von Herrn Dr. Strauch in Muri, Praktische Anwendungen für die Inte- 

cb grationen der Differentialgleichungen, 1865, pag. 256, wo derselbe bei einer und 
derselben Differentialgleichung auf 

I- Log ■■ - . „. oder auf -p arc . tg " . . 

) kommt, je nachdem l'^Sg* ist, so ist es auf der andern Seite besonders erfreulich, 
Is'i dass Herr Prof. Dr.Heis in seiner schon pag.3l erwähnten neuenAuflage der weit- 
verbreiteten Sobncke'schen „Sammlung etc." den hyperbolischen Functionen ein 
itli' Capitel gewidmet hat. Doch sei es mir gestattet, dazu einige flüchtige Bemerkungen 
{)[[ zu machen. 

da] 1) Im 2. Theil der „Sammlung" pag, 5 macht Herr Heis einen Fehler, den ich 

' auch einmal, pag. 16, begangen, aber pag. SO corrigirt habe; er sagt nämlich, es sei 
/ _^ , ^ Ar . Tg X und auch ^ Ar . Cotg x, 
l" wahrend aus § 8, Nr. 3 und Nr. 4 meiner Abhandlung folgt, dass j-j- ^ji »»r ^ ArTgx 

'•^ r dx ■ J 

;n und dass Ar . Cotg x = / — ^.77 ist- 
= 2) Auf Seite 24 sagt H. Heis, dass 



~fn 



.-= \'C.Ar.Sin-i££±J= = l'C.Ar. 

1 ' VA An Kt ' 



I \A + ßi + Ci» ' V4 AC—B 

sei, während nach § 19 meiner Schrift y ■= —:^ ist. 

3) Auf Seite 87 findet H. Heis in Nr. f für /^-^ folgenden unpraktischen und 
wegen des darin vorkommenden i = J^— 1 abschreckenden Ausdruck: 



Ja, 



während ich in § 8, Nr. 8 angegeben habe: 1^ — = ra, gleich der der hyperbolischen 
Are X entsprechenden cykliscfaen Are. 

4) In der nächsten Auflage der „Sammlung" werden solche Ausdrücke, wie 
sie pag. 103 und pag. 107 für fundij vorkommen, gewiss durch andre ersetzt sein, 
die nocli geschmeidiger sind, als meine analogen Formeln in § 40 und § 41, 



Dnu^fehler in den TafUn von 1863. 

Seite III, Zeile 10 von unten: statt it^iu lies — itgiu. 
Seite 5, unten: statt 0° lies 89^ 

Seite 48 maes in der vorletzten Spalte das Wort: Dift. von oben nach unten ver> 
setzt werden. 



Drackfehler und Verbesserungen in der Abhandlung. 

Seite 6, Zeile 10 von unten statt ^5" + " lies 45" + 1. 

Seite 13, Zeile 7 statt 13 lies 113. 

Seite 16, Zeile 1 feblt Ar vor Cotg {i2Coiä^). 

Seite 16, die Zeilen 2 und 3 sind zu streichen, da stets \2 Cosx^l und Tg<C 1 ist 

Seite 16, Zeile 13 von unten statt Bjorling lies Björliiig. 

Seite 31, Zeile 17 von unten statt CD lies OD. 

Seite 32, § 41 fehlt am Bande : Fig. 10. 

Seite 41, Zeile 14 von oben und Zeile 1 von unten ist das Zeichen für Meter (m) an 

eine falsche Stelle gesetzt. 
Seite 47, Zeile 8 von unten statt ^ = *bi3|# =. 
Seite 52, Zeile 17 von unten ist beidemal %, statt i" zu Icaen. 
Seite 53, Zeile 10 von unten statt seine lies die folgenden, 
Seite 56, Zeile 5 statt wobei lies in der. 
Seite 56, Zeile 12 statt 1.8 .. . lies 1,8 .. . 
Seite 59, Zeile 8 statt 4% lies 4'/«. 
Seite 63, Zeile 14 statt I lies [. 
Seite 63, Zeile 2 von unten statt der 3" lies erhaltenen «f. Die dann folgenden 

Worte : „bei etwas verschiedenen g"" können als selbstverständlich gestricheD 

werden. 
Seite 64, Zeile 10 von unten: Nach dem Worte angenommen könnte noch hinzu* 

gefügt werden: was etwa 10° Temperatur voraussetzt. 
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